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1 Expressoes algébricas

Em muitas situagoes, é conveniente denotar um nimero
real arbitrario por uma letra, com o objetivo de fazer
operacoes com esse numero, mesmo sem saber o seu va-
lor. Por exemplo, se denotarmos um niimero real por =z,
entao seu dobro serd 2z, seu triplo 3x, sua metade %:C e
Sua terca parte %x

Ao longo deste médulo, denominaremos numeros re-
ais arbitrdrios de variaveis, e os denotaremos por letras
mindsculas do nosso alfabeto: z, y, z, etc. Uma ex-
pressao algébrica é o resultado de um nimero finito
de operagoes (escolhidas dentre adicdo, subtracao, multi-
plicagao, divisdo, potenciagao e radiciagao) entre varidveis,
sempre que os resultados de tais operagoes fizerem sentido
no conjunto R dos nldmeros reais. As expressoes algébricas
serao denotadas por letras maiusculas: E, F, G, etc. Sao
exemplos de expressoes algébricas:

E:3x2—§y3eF:37M
2 a?+b+1

Por vezes, escreveremos E(z,y) e F'(a, b, ¢) para denotar as
expressoes algébricas acima. Mais geralmente, escrevemos
E(x1,29,...,2,) para denotar uma expressao algébrica
nas variaveis xi, s, ..., Ty.

Abaixo, listamos algumas situagées que ilustram o uso
de expressoes algébricas.

Exemplo 1. O retangulo da figura abaizo tem lados de com-
primentos x e y. Seu perimetro € dado pela expressao
algébrica E = 2x + 2y e sua drea € dada pela expressao
A=uzy.

Exemplo 2. A drea do trapézio dado na figura abaizo €
dada pela expressao algébrica

_ (a+0b)-h
A—i2 .
b

|
L
|
|
a

Exemplo 3. Joaquim possui, em seu sitio, x bois e y gali-
nhas. A expressao algébrica que indica o niumero que en-
contramos ao contar as patas de todos os animais exristen-
tes no sitio de Joaquim é E = 4x + 2y.

Se uma expressao algébrica nao envolve a operagao de
radiciacao sobre varidveis, ela é chamada de expressao
algébrica racional. As expressoes algébricas racionais
podem ser inteiras, caso nao apresentem operagoes de di-
visdo envolvendo alguma varidvel no denominador, ou fra-
ciondrias, caso contrario. Quando uma expressao apre-
senta operagao de radiciacao em alguma variavel, a chama-
mos expressao algébrica irracional. Veja os exemplos:

Exemplo 4. A expressao algébrica

1
—V3a%b + 13—1ab4 + 1—3a3b2

€ inteira. Realmente, os radicais e fragdes que aparecem
nao envolvem as varidveis.

Exemplo 5. A expressao algébrica

3 — dayz + 3222
v/ 31xy? 23 — 129222

€ fracionaria.

Exemplo 6. A expressao algébrica

vm+n+p—1+

€ irracional.

3p3¢? — 2mPnp
5+ 2mAn2 4+ m2npb

Observe que as expressoes algébricas dos exemplos [0l e
nao fazem sentido parax =y=z2z=0em+n+p < 1, res-
pectivamente. Entretanto, ao escrevermos uma certa ex-
pressao algébrica, vocé deve ter em mente que estamos as-
sumindo, implicitamente (isto é, sem dizer explicitamente)
que as varidveis s6 assumem valores reais para os quais a
expressao tem sentido.

2 Valores numéricos de uma ex-

pressao

Um valor numérico de uma expressao algébrica é o
numero real obtido quando atribuimos valores (nimeros
reais) as varidveis que compdem a expressao.

Exemplo 7. O walor numérico da expressio algébrica
E(x,y) = 42% — 5xy + 3y? para os valores v =2 ey =3 é

4.92-5.2.343.32=4-4-30+3-9=16—30+27=13.

Como o exemplo anterior deixa claro,

Quando substituimos as varidveis de uma ex-
pressao algébrica por valores numéricos, a ex-
pressao algébrica transforma-se em uma ex-
pressao numérica.
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Exemplo 8. Qual a drea do trapézio cujas bases medem
3em e 2em, e cuja altura mede 4em?

Solugao. Sabemos que a area do trapézio é dada por

= (a+1b)- h7

2
em que a e b sao as medidas das bases e h é a medida
da altura do trapézio. Atribuindo os valores a = 3cm,
b= 2cm e h = 4cm, obtemos

(3+2)-4

5 = 10em?.

A:

O

Exemplo 9. O walor numérico da expressio algébrica
E@)=2>+a*+23+2°+a+1parax=—1¢

E(=1) = (=1 + (=D)*+ (=13 + (=1)? + (=) + 1

= 1+1-141-1+41=0

3 Monomios

Um mondmio é uma expressao algébrica dada pelo pro-
duto de um ntimero real nao nulo por um ntmero finito de
poténcias de expoentes inteiros e nao negativos, cujas ba-
ses sdo varidveis. Por exemplo, —3x2, %m3n, —@agb2 e
V3zyz® sdo monémios. Um mondmio possui uma parte
literal, formada pelo produto das poténcias das varidveis,
além de uma parte numérica, chamada de coeficiente
do monomio, formada pelo nimero real que antecede a
parte literal. Nos exemplos acima, as partes literais sao,
respectivamente, 22, m3n, a®b? e xyz3, enquanto que os

coeficientes sao —3, %, - \3/3ﬁ e V3.

O grau de um monomio é a soma dos expoentes das
poténcias que compoem sua parte literal.  Os graus dos
monomios dos exemplos acima sao, respectivamente, 2, 4,
11 e 5.

Dizemos que dois ou mais monomios sao semelhantes

se possuem a mesma parte literal.

Exemplo 10. Os mondmios —4a*y®z e /5x?y3z sio se-
melhantes, pois ambos possuem parte literal igual a 22y>z.

Exemplo 11. Os monémios m3n?, %m3n2 e V2m?*n? sao
semelhantes, pois os trés possuem parte literal igual a

m3n2.

Exemplo 12. Jd os monémios —4p°q* e —2p*q® ndo sdo
semelhantes, pois possuem partes literais distintas.

Observe os seguintes exemplos, lembrando que varidveis
representam numeros reais arbitrarios e notando que ope-
ramos com as varidveis utilizando as propriedades das
operagoes usuais com nimeros reais (por exemplo, distri-
butividade da multiplicagao em relagao a adicao, regras de
potenciacao e radiciagao, etc).

Exemplo 13.
4ab® — 3ab® 4 6ab® = (4 — 3+ 6)ab® = Tab®.
Exemplo 14.
—8zy3 + %x3y2 + day® + gx3y2 —

1 3
= (-8 +4)xy® + (5 + 5) r3y? = —day® + 22392,

Para adicionar (ou subtrair) dois ou mais
monomios semelhantes, devemos adicionar (ou
subtrair) seus coeficientes e conservar a parte
literal comum.

Ao tratarmos com expressoes algébricas, a frase reduzir
os mondmios semelhantes significa adicionar ou sub-
trair todos os grupos de monémios semelhantes, rezuzindo
cada um desses grupos; a um s6 monomio, como feito no
exemplo [[41

Exemplo 15.
(5ab2) . (—4a2b302) = —20a%b°c?;

45 817 7m3
9m37712p=5m5n5p2, sem=#0,n#0ep+#0.
m3n?p

Para multiplicar (ou dividir) mono6mios,
multiplicamos (ou dividimos) os coeficientes e
as partes literais.

Vale ressaltar que nem sempre podemos executar uma
divisao de monomios. Para que possamos fazé-la, os ex-
poentes das varidveis do numerador tém de ser maiores
ou iguais que os expoentes das varidveis correspondentes
no denominador. Por exemplo, nao podemos executar a
divisao de mondmios

45m8n"p3
9m3n2pd ’
ois, ainda que as mesmas variaveis comparecam no nu-
)

merador e no denominador, o expoente da variavel p no
numerador é menor que seu expoente no denominador.

4
L o3\ _ 1 s 12
(3%0°) = o™

2
(—\/§abc3) = 3a2b%5.

Exemplo 16.

Para calcular uma poténcia de um mono6mio,
elevamos tanto o coeficiente quanto a parte
literal do monomio a poténcia indicada.
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Exemplo 17.
\/9x8yt =

(323y2)* = 3232, se x> 0;

V6403650 = {/ (4ab2c3)® = dab®c®.

Para extrair a raiz n—ésima de um monomio,
extraimos as raizes n—ésimas de seu coefici-
ente e de sua parte literal. Observe que nem
sempre a raiz n—ésima de um mondémio sera
um monomio.

4 PolindOmios

Um polinémio é uma expressao algébrica que é dada
por uma soma finita de mondmios. Por exemplo,

322y — 3zy® + \/ixy + 7,

é um polinomio nas variaveis x e y. Utilizamos a notagao
P(z) para representar um polindmio na varidvel z, P(z,y)
para representar um polindmio nas variaveis x e vy, e,
mais geralmente, P(x1,x2,...,T,) para representar um
polinémio nas variaveis x1, x2, ..., . Os coeficientes
de um polinémio sdo os coeficientes dos monémios que
o compoem. O grau de um polinémio é o maior dentre
todos os graus dos mondémios que o compoem. Denotamos
o grau de um polinémio P(z) por 9P. No exemplo acima,
os coeficientes do polinémio sao 3, —3, V2 e 7 e, uma vez
que os graus dos mondmios que o compoem sao 3, 4, 2 e
0, seu grau é igual a 4.

Aqui trataremos apenas de polinémios com uma
varidvel, isto é, polindémios do tipo P(z) = a,a™ +
12" 4. .+ a1+ ag, em que anyQn_1,. .+, a1, a0 € R.
Sao exemplos de polinémios em uma varidvel

P(z) = —2z* + /52? — 15—1 e Q(z) = =325 + 2 — 323,

Quando o coeficiente do monomio de maior grau de um
polinémio é igual a 1, dizemos que o polindmio é ménico.
Por exemplo, P(z) = 2® =522 +v2 e Q(z) = 210 — 2z +1
sao polindmios monicos.

Dizemos que P(x) é nulo (ou identicamente nulo),
se P(z) = 0, para qualquer valor real que se atribua &
variavel x e, neste caso, escrevemos P = 0. A proposi¢ao
destacada a seguir é um fato conhecido, que seréd assumido
sem maiores comentarios:

Um polinémio P(x) = apz"+a, 12" 1+.. .+
a1x + ag é nulo se, e somente se, seus coefici-
entes sao todos nulos, isto é, se, e somente se,
ap = Ap—1 = ... = a1 = Qg-.

Dois polinémios P(z) e Q(x) sdo iguais (ou idénticos)
se P(z) = Q(z), para todo valor que se atribua & varidvel
2. Também é um fato conhecido que P(z) e Q(z) sdo
iguais se, e somente se, possuem os mesmos coeficientes.

Uma raiz de um polindémio P(z) é qualquer nimero real
que, uma vez atribuido a variavel x, torna o valor numérico
de P igual a zero.

Exemplo 18. Os nidmeros reais 2 e 5 sdo raizes do po-
linémio P(z) = x? — Tx + 10, pois, substituindo x por 2 e
por 5 obtemos, respectivamente, P(2) =22 —7-2+ 10 =
4-14+410=0 ¢ P(5) = 52— 7-5+10 = 25=35 + 10 = 0.

Exemplo 19. Os nidmeros reais 1 e —1 sdo raizes do po-
linémio P(z) = 2016 -1, pois P(1) = 1216 -1 =1-1=0
e P(—=1) = (=1)?"* —1 =1—1 = 0. Por outro lado, con-
siderando o polinémio Q(x) = r2%1° —1, vemos que apenas
1 € raiz, pois Q(—1) =(—1)?% —1==1—-1= —2. Mais
geralmente, se n€ par, entdo 1 e —1 sdo raizes do po-
linomio S(x) =a™ —1. Cason seja impar, apenas 1 € raiz
de S(x) =a™ — 1.

Exemplo 20. O nidmero real 5 nao € raiz do polinémio do
terceiro grau P(z) = 23 —=4z? — 24, pois P(5) = 5% — 4 -
52 —24=125-100—24 = 1.

Se P(x) é um polinémio de grau um, isto é, P(z) =
ar + b, com a # 0, entdo encontrar as raizes de P é uma
tarefa bastante simples. Senao, vejamos:

b
Pz)=0<—=ar+b=0<=ar=-b<=z=——,
a
ou seja, a unica raiz de P é x = —g.
Quando P(z) é um polindémio de grau dois, isto é,
P(z) = az? + bz + ¢, com a # 0, existe uma férmula,

chamada férmula de Bhaskara, que permite que se de-
termine as raizes através de operagoes algébricas entre os
coeficientes a, b e c. De fato, se b2 — 4ac > 0, as raizes de
P(x) = ax?® + bz + ¢ sdo dadas por

—b+ Vb% — dac o —b— Vb2 — dac
2a 2a '

Para polinomios de graus trés e quatro, também ha
fémulas envolvendo apenas operagoes algébricas com os co-
eficientes e que explicitam as raizes. Embora existam, tais
férmulas sao bem complexas e, o mais das vezes, dao como
resultado expressoes muito complicadas para as raizes, o
que inviabiliza seus usos. Para polindmios de grau maior
do que ou igual a cinco, pode ser mostrado que nao existe
uma expressao algébrica, construida em funcao dos coefi-
cientes do polinémio, que sirva para determinar as raizes.

5 Adicao e subtracao de polinomi-
0s

Para adicionar (ou subtrair) dois polindémios, adicio-
namos (ou subtraimos) os monoémios de um aos do outro
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e, depois, reduzimos os monoémios semelhantes.

Exemplo 21. Se P(z) = 32" —5x+4 e Q(z) = —2° +
8x* + 8x, entdo
P(z) + Q(x) = (32" — 52 +4) + (—2® + 82" + 82)
=3z — bz +4—2°+ 8% + 8z
=2+ 32t + 82 — 5+ 8z +4
= —2° + 112" + 3z + 4.

Exemplo 22. Dados P(x) = 925 — 72 + 32 — 2 e Q(x) =
—28 4 32% — 8z + 9, temos

P(z) — Q(z) = (925 — 72 + 32 — 2)
— (—2® 4325 — 82 +9)
=028 —72* +32 -2+ 2% —32°+8x -9
=928 425 - 325 — 72t + 30+ 82 —-2-9
= 102°% — 325 — 72t + 112 — 11.

Observacdo 23. Se o polinomio resultante da adicdo (ou
subtragao) de dois outros polinémios for nao nulo, entdo
seu grau € menor do que ou igual ao maior dos graus dos
polinémios-parcela. Em simbolos,

I(P + Q) < max{0P,0Q}.

Exemplo 24. Se P(x) =223 — 3z + 1 e Q(x) = —223 +
22 + 4, entdo

P(x) +Q(x) = (20° =3z +1) + (=227 + 2° +4)
=223 —3x+1-22% + 2% +4
=22° —22° +2° — 3r +1+4
=a2° -3z +5.

6 Multiplicacao de polinémios

Para multiplicar dois polindmios, multiplicamos cada
monomio de um deles por todos os mondémios do ou-
tro. Em seguida;adicionamos os resultados, reduzindo os
monomios semelhantes. Assim como com nuimeros reais,
numa multiplicagao de polinémios, os polinémios que estao
sendo multiplicados.sao chamados fatores e o resultado é
o produto.

Exemplo 25. Se P(xz) =22 — 1 e Q(z) = x + 3, entdo
P(z)-Qz) = (22 —1) - (z +3)
=2zx-z+2x-3—-1-2—1-3
=222+ 6z —x—3
= 2z% 4 5z — 3.

Conforme mostrado no préximo exemplo, a tarefa de
multiplicar cada mondémio de um dos polindmios por todos
os monomios do outro fica mais simples se utilizarmos a
distributividade da adi¢ao em relagao & multiplicacao (que
continua valida para polindémios).

Exemplo 26. Se P(z) = 22 —2r+4 e Q(v) = 22+ 2,
entao

P(z)-Q(z) = (2* — 22 +4) - (22 +2)
=22 (=22 +2) =22 (=224 2)
+4-(—22x+2)
= —20% + 227 4+ 42® —4a —8x +8
= —22%46a° — 122 + 8.

Outro dispositivo-bastante ttil para calcular o produto
de dois polinémioes é aquele mostrado no exemplo abaixo.
Note a semelhanga formal entre ele e o dispositivo que
utilizamos costumeiramente para multiplicar dois niimeros
naturais.

Exemplo 27. Se P(z) = —2® + 42 — 11 e Q(z) = 322 —
8z 4 6, entao calculamos

—z3 +4x —11
x 3z =8z +6

—623 +24x —66
8zt —3222 488z
—32° +1223 —3322
—3z° +8z% +6x° —6527 +1122 —66

Observacao 28. O grau do produto de dois polinémios ndao
nulos € igual a soma dos graus dos fatores, isto €,

(P - Q) =0P +9Q.

Um caso particular de multiplicacao de polindomios que
vale a pena ser ressaltado é quando os fatores da mul-
tiplicagao tém ambos grau um, como mostra o exemplo
abaixo.

Exemplo 29. Se P(x) =z +5 e Q(x) = x + 6, entdo

P(x)-Q(z) = (v +5) - (z+6)
=22+ 6z + 5z + 30
=22 + 11z + 30.

Note que 11 =546 € 30 =5-6. De fato, como vocé pode
verificar sem dificuldade,

Sempre que multiplicamos P(x) = z + a por
Q(z) = z + b, obtemos P(x) - Q(z) = 2% +
St + P,emque S=a+be P =ab.
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7 Divisao de polindmios

Comegamos esta secao com o seguinte teorema que trata
da existéncia e unicidade do quociente e do resto em uma
divisdo de polindmios em uma variavel z.

Teorema 30. Dados polindmios A(x) e B(x) # 0, existem
tnicos polinomios Q(x) e R(x) tais que A(x) = Q(z) -
B(z) + R(x), com OR < 9B ou R =0.

No teorema B0l A(x) é chamado dividendo, B(z) é o
divisor, Q(z) o quociente e R(z) o resto da divisdo.
(Note a semelhanga com a divisdo de ndmeros naturais,
trocando a relagao do resto ser menor que o divisor pela
relacdo do resto ter grau menor que o do divisor.)

A partir de agora, explicaremos como funciona um dis-
positivo pratico para calcular o quociente e o resto numa
divisao de polinomios. Propomos, como exemplo, calcular
0 quociente e o resto na divisao de

A(x) = 5z* —42® + 32 — 1 por B(z) =2® — 3z +4.

Antes, observe que o termo de maior grau do polinémio
quociente Q(x), neste caso, deve ser 5%, pois seu produto
por z2 deve resultar em 5z*. Considere, entdo, o polinémio

Ri(z) = A(z) — 52? - B(x) = 152° — 242% + 32 — 1.

Como OR; = 3 > 0B, encontramos o segundo termo de
Q(z) dividindo o termo de maior grau de R;(z) por z?.
Esse termo ¢é igual a 15z e, dai, consideramos o polinémio

Ry (z) = Ry(z) — 152 - B(z) = 212% — 57z — 1.

Como JR; = 2 = 0B, seguimos, dividindo o termo de
maior grau de Rz (z) por z2. Dessa vez, obtemos 21 como
resultado, que é o terceiro termo de Q(x). Agora,

R(z) = Ra(x).— 21 - B(z) = 62 =85

satisfaz a condi¢do OR < dB e, além disso,
R(z) = Ra(z) = 21- B(x)

(x) — 152 - B(z) — 21 - B(z

z) — 52 - B(x) — 15z - B(x) — 21 - B(x)

z) — (52° + 152 + 21) - B(x),

- —

I

Ry
A(
A

Concluimos, portanto, que
Q(z) =52 + 152+ 21 e R(x) =62 — 85.

A discussao acima pode ser sintetizada da seguinte forma
(uma vez mais, repare na semelhanca com o procedimento
que empregamos rotineiramente para dividir dois niimeros

naturais):
5t +0x3 —4z2 43z -1 22 -3z +4
=5zt +152% —2022 522 + 15z + 21
1523 —2422 43z -1 T
—152% 44522 —60x Q(x)
2122 57z —1
—212%2 463z -84

R(z) — 6x  —85

ou, de uma forma ainda mais simples,

5) 0 —4 3 -1 1 -3 4
-5 15 =20 5 15 21
15 -24 3 =1
—-15 45 —60
21 =57 -1
-21 63 -84
6 =85

Exemplo 31. Determinar o resto e o quociente da divisao
de 223 — 3z + 8 por = + 2.

Solugao. Utilizando o dispositivo préatico mostrado
acima, obtemos

2 0 -3 8 |1 2
-2 -4 2 -4 5
-4 -3 8
4 8
) 8
-5 —10
-2

Dai, segue que
22° — 3z +8= (22> —4da +5) - (x+2) — 2,
ou seja, Q(z) =222 —4x +5e R(x) = —2. 0

Numa divisao, quando o divisor é um polinémio moénico
de grau um, existe um dispositivo, chamado algoritmo
de Briot-Ruffini, que permite calcular o quociente e o
resto de uma maneira bem mais rapida. Para ver como ele
funciona, vamos dividir A(z) = bz — 223 + 322 + 42 — 4
por B(z) = z — 3. Ent@o nosso objetivo é determinar
Q(z) = az® + ba® + cx + d e R(z) = r € R satisfazendo

A(z) = Q(x) - B(x) + R(x),

ou seja,
5zt — 243 + 322 + 42 —4 =

= (az® + ba® + cx+d) - (x—3) +r.

Dali, segue que

5zt — 223 + 322 +4x —4 =
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=ax* 4+ (b—3a)2® 4+ (c — 3b) 2* + (d — 3¢) x + (r — 3d),

e obtemos

a = 9;

b—3a=-2 = b=13;
c—3b=3 = c=42;
d—3c=4 = d=130;
r—3d=-4 — r = 386.

A discussao acima pode ser reduzida ao seguinte es-
quema:
5 -2 3 4 -4 |3
5 3:5—-2 3-13+3 3-4244 3-130-—-4
—— — — Y—— ~— —
13 42 130 386

Portanto, obtemos, Q(z) = 523 +1322+422+130 ¢ R(z) =
386.

Exemplo 32. Determine o quociente e o resto na divisdo
de P(z) = 82% — 522 + 5z + 3 por Q(x) =z — 2.

Solugao. Utilizando o algoritmo de Briot-Ruffini obte-
mos,

8 -5 5 3 | 2
8 2-8+4(—H) 2-1145 2-27+3
—_— Y Y
11 27 57
Portanto, Q(z) = 82 + 11z + 27 e R(x) = 57. O

Dicas para o Professor

Reserve uma sessao de 50min para as duas primeiras
secoes, mais uma sessao de 50min para a terceira segao, e
outra sessao de 50min para a quarta e quinta segoes. Para
cada uma das duas ultimas secoes, utilize uma sessao de
50min. Na primeira secao, chame a atengao para os tipos
de expressoes algébricas existentes e ressalte também que,
algumas vezes, expressoes algébricas fracionarias ou irraci-
onais nao fazem sentido para alguns valores reais. Na ter-
ceira segao, deixe claro o que sao monomios semelhantes.
Nas duas ultimas segoes, fale com cuidado dos dispositivos
que tratam da multiplicacao e divisao de polinémios. O al-
goritmo de Briot-Rufinni pode ser omitido numa primeira
apresentagao. Finalmente, ressalte a semelhanca existente
entre o algoritmo da divisao de polinémios e o algoritmo
da divisao de nimeros inteiros.
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