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Fatorar uma expressao algébrica inteira E significa es-
creve-la como um produto de outras expressoes algébri-
cas, caso isso seja possivel. Nesse caso, dizemos que um
tal produto é uma forma fatorada da E. Por exemplo,
(x+vy)(z—y) é uma forma fatorada da expressao algébrica
22—y?. Aolongo desta aula, estudaremos algumas técnicas

utilizadas para fatorar expressoes algébricas.

1 Fatoracao pondo fatores comuns
em evidéncia

Po6r um fator comum em evidéncia, significa utilizar
a propriedade distributiva da multiplicacdo em relagao a
adicao para fatorar uma expressao algébrica que é dada por
uma soma de monoémios, em que existe um fator comum a
todos esses monomios. Por exemplo, pondo o fator comum
3 em evidéncia na expressao 3r + 9, obtemos 3z + 9 =
3-2+4+3-3 = 3(x + 3), sendo esta tltima uma forma
fatorada de 3z + 9.

Exemplo 1. Fatore a expressdio algébrica 5x% + 25z.

Solucgao. Observe que o fator 5z é comum as parcelas 52
e 25x. Portanto, pondo esse fator em evidéncia, obtemos:

522 + 25z =5z - x + 52 - 5 = 5z(x +5).
O

Exemplo 2. Fatore a expressio algébrica 6a® + 2a® = 10a.

Solugao. Neste caso, note que o fator 2a é comum aos
mondmios 6a?, 2a? e —10a. Portanto, obtemos uma forma
fatorada de 6a> + 2a® — 10a procedendo do seguinte modo:
6a® + 2a*> — 10a = 2a - 3a® + 2a - a + 2a - (—5)
= 2a(3a® +a=5).

O

Exemplo 3. Fatore a expressao. algébrica 15xy?z> —
20221322 — 1023y 22.

Solucao. Denote por F' a expressao algébrica do enunci-
ado. Pondo o fator comum 5zy?z? em evidéncia, obtemos:
F = 15zy*2% — 2022922 — 1023y*25
= 5ay%2? - 32 + bay?2? - (—4xy) + Sxy?e? - (—22%y%23)
= bry?2% (32 — dwy — 202y 2%).

O

Exemplo 4. Fatorando o numerador e o denominador,
o . . 9a® —3a
simplifique a expressao algébrica ————.
6ab — 2b

Solugao. Pondo o fator 3a em evidéncia no numerador,
obtemos:

9a* —3a =3a-3a+3a-(—1)
=3a(3a —1).

Agora, pondo o fator comum 2a em evidéncia no denomi-
nador, obtemos:

6ab — 2b = 2b-3a + 20 - (1)
= 2b(3a — 1).

Portanto,
9a® — 3a

_ 3a(Ba—T1) _ 3a
6ab—2b  2b(3a—T1)  2b

O

2 Fatoracao utilizando produtos
notaveis

Outra técnica utilizada para fatorar expressoes algébri-
cas é utilizar os produtos notaveis estudados na aula an-
terior. Por exemplo, notando que 2522 + 20z + 4 pode ser
escrito da forma (5z)% +2 - (5z) - 2 + 22, que, por sua vez,
é o quadrado da soma dos termos 5z e 2, obtemos:

2502 + 202 +4 = (52)* +2- (5z) - 2 + 22
= (52 +2)%

Portanto, (52+2)? = (52+2)(52+2) é uma forma fatorada
de 2522 + 20z + 4.

Abaixo seguem mais alguns exemplos que ilustram como
obter formas fatoradas de expressoes algébricas utilizando
produtos notaveis.

Exemplo 5. Fatore a expressio algébrica 9m* — 16n2.

Solugao. Inicialmente, note que 9m?* = (3m2)2 e 16n? =
(4n)?. Agora, utilizando a férmula do produto da soma
pela diferenca de dois termos, segue que

9m?* — 16n? = (3m2)2 — (4n)?
= (3m? 4 4n)(3m* — 4n).

O

O préximo exemplo, o qual é consideravelmente mais
elaborado que os anteriores, mostra que, por vezes, a uti-
lizacao de um produto notavel como estratégia de fatoracao
requer um passo intermediario, que, por vezes, resume-se a
um artificio algébrico. Observamos que, & medida que vocé
adquirir mais experiéncia com fatoragoes, artificios como
0 que sera utilizado nesse exemplo parecerao ser mais na-
turais do que a primeira vista.

Exemplo 6. Fatore a expressio x* + 4y*.
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Solugao. Adicionando e subtraindo o monomio 4232, ob-
temos

.1:4 +4y4 — x4 +4y4 + (4x2y2 _4x2y2)
= (z* + 4y* + 422y?) — 429>

Agora, observamos que a expressdo z? + 4y + 4x%y% é o
quadrado de uma soma de dois termos:

ot + 4yt + 42?y? = (1‘2)2 +2(z?)(29°) + (2y2)2
= (2 +29°)%

Por fim, juntando os dois passos anteriores, escrevendo
4x2y? = (2zy)? e utilizando a férmula do produto da soma
pela diferenca de dois termos, obtemos:

'+ 4yt = (2®+ 2y2)2 — (2zy)?
= (2% + 29 + 2xy) (2? + 29° — 22y).
O

Exemplo 7. Fatore a expressdo algébrica E = 8a®—12a%b+
6ab® — b3.

Solugao. Observe que
E = 8a® — 12a%b + 6ab® — b°
=(2a)> —3-4a*> b+3-(2a) - b* - b*
=(2a)®> —=3-(2a)*-b+3-(2a) - b* - V*
= (2a — b)3,

em que, na ultima igualdade acima, utilizamos a féormula
para o cubo da diferenca de dois termos. ]

Exemplo 8. Para obter uma forma fatorada para a expres-
sdo n% — 27, basta notar que n® = (n2)3 e 27 = 33. Depois
disso, utilizamos a formula da diferenca de dois cubos. As-
sim, obtemos:

n® —27 = (n2)3 - 33
= (3 [(n?)* 023+ 7]
= (n?=3)(n' +3n*+9).

Para o proximo exemplo, recorde, da aula anterior, que
a férmula para’o cubo da soma de trés termos fornece

(z+y+2)°=2®+1°+22+3@+y)(@+2)(y+2).

Agora, suponha que x+y+ 2z = 0. Utilizando a identidade
algébrica acima, segue que

O0=(z+y+2)° =2 +y"+2° +3(z +y)(z +2)(y +2)
=2* 44 + 25+ 3(=2)(~y) (~),

poisz+y=—z2,x+2=—yey+ z=—x. Dai, temos

3 412 + 2% = 3ayz. (1)

Exemplo 9. Fatore a expressao (a—c)3+(c—b)>+(b—a)3.
Solugao. Note que (a—c¢)+(¢c—=b)+(b—a)=a—a+b—

b+ ¢ — ¢ = 0. Portanto, utilizando a identidade (1)), segue
que

(a—c)*+(c—b)>+(b—a)®=3(a—c)(c—b)(b-a).

O
A identidade algébrica
(x —a)(x —b) = 2® —ax =bx + ab
= 2% — (a+ b)x+ ab
fornece a fatoragao
2? — Sz + P=(z—a)(z ), (2)

em que S =a+be P = ab. Por exemplo, temos
2= Tr +10 = (z — 2)(z — 5),

uma vez que 7 =2+ 5e 10 = 2-5. Assim, vemos que a
chave para fatorar a expressio z? — Sz + P é perceber S
como sendo igual a soma e P como sendo igual a diferenca
de um mesmo par de nimeros a e b, como no exemplo
numérico acima. Uma expressao do tipo

22— Sz+ P

é denominada um trinémio do segundo grau em x.

O proximo exemplo traz uma aplicagao mais elaborada
de fatoracoes do tipo (2).

Exemplo 10. A fim de fatorar a expressio E = a®(c—b)+
b*(a — ¢) + (b — a), combinamos sucessivamente vdrias
das estratégias discutidas até aqui: aplicamos a proprie-
dade distributiva as duas ultimas parcelas, agrupamos as
parcelas obtidas em outra ordem, pomos fatores comuns
em evidéncia, utilizamos a formula do produto da soma
pela diferenca de dois termos e, por fim, fatoramos um
trinomio do sequndo grau em a:

E =d?

+
+
+ (b%a — c*a) + (c*b — b*c)
+ a(b® — %) 4 be(c — b)

+
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3 Fatoracao por agrupamento

Para fatorar uma expressao algébrica inteira por agru-
pamento, devemos, iniciamente, escrevé-la como soma de
outras expressoes algébricas (grupos), as quais devem ser
fatoradas; depois disso, é necessario que aparega um fa-
tor comum a todas essas formas fatoradas, o qual deve ser
posto em evidéncia.

Por exemplo, para fatorar a expressao algébrica

ac+ bc+ ad + bd,

comegamos agrupando suas parcelas da forma (ac + be) +
(ad + bd); em seguida, pomos o fator ¢ em evidéncia nas
duas primeiras parcelas e o fator d em evidéncia nas duas
dltimas, obtendo, assim:

(ac+be) + (ad + bd) = c(a + b) + d(a +b).

Por fim, pondo a + b em evidéncia no segundo membro da
dltima igualdade acima, obtemos:

ac+bc+ad+bd = c(a+b) +d(a+b)
= (a+b)(c+d).

Observe que, alternativamente, poderiamos ter agru-
pado a expressdo ac + bc + ad + bd da forma (ac + ad) +
(be + bd). Neste caso, o fator a seria posto em evidéncia
na soma ac + ad e o fator b na soma bc + bd. Procedendo
assim, obteriamos:

ac+be+ ad + bd = (ac+ ad) + (be + bd)

a(c+d) + b(c+d)
= (c+d){a+0),

em que, na ultima igualdade, o fator comum c+ d foi posto
em evidéncia para que pudéssemos obter a forma fatorada.

Abaixo, seguem mais alguns exemplos, os quais tém por
objetivo aperfeicoar a técnica de fatoracao por agrupa-
mento.

Exemplo 11. Fatore a expressio 6x% — 9y + 2xy? — 3y°.

Solugao. Agrupando a expressao na forma (622 — 9zy) +
(2xy? — 3y?), pomos em evidéncia o fator 3z no primeiro
grupo-e o fator 42 no segundo, obtendo:

6% — 9zy + 2wy> =3y = (622 — 92y + (2z1% — 3y°)
= 32(2x — 3y) + ¥ (2x — 3y).

Em seguida; pomos o fator 2z — 3y em evidéncia, chegamos
a

622 — 9zy + 2xy* — 3y° = (22 — 3y)(3z + ¥?).

Exemplo 12. Simplifique a expressao algébrica

2% + 2y — 3z — 3y
22 +5x + a2y + 5y’

Solugao. Fatorando o numerador e o denominador por
agrupamento, obtemos, respectivamente:

2? + 2y —3r — 3y = (2% — 32) + (zy = 3y)
(e - 3)+ 4o - 3)
= (z=3)(=+y)

22 + 52 + 2y + 5y = (2 +52) + (zy + 5y)
— o(z +5) + Ylg +5)
= (z+3)(z+y)

Dai, segue que

e+ ay—3c—3y (v —3)(z+7)
22 +5r+ay+5y (z+5)(z+7)
-3

z+5

O

Exemplo 13. Determine uma forma fatorada para a ex-
pressdéo E = qm?® 4+ ¢> — 2m3 — 2¢%> + ¢ — 2.

Solucgao. Agrupando a expressao da forma
E = (qm® +¢° +q) + (—2m® — 2¢° — 2),

pondo o fator ¢ em evidéncia no primeiro grupo e o fator
—2 no segundo, obtemos:

E = (gm*+ ¢ +q) + (—2m?® — 2¢° — 2)
=qgm®+¢+1)—2m* +¢*+1)
=(m*+ ¢ +1)(g—2).

Outra possibilidade seria agrupar E = (¢ — 2¢?) + (gm? —
2m3) + (¢ — 2). Se procedéssemos assim, terfamos:

E = (¢’ —2¢%) + (gm® —2m°) + (¢ - 2)
=q¢*(¢—2) +m*(¢—2) + (¢~ 2)
=(¢—-2)(¢* +m’ +1).

O

a* —5a% +3a—15

Exemplo 14. Simplifique a expressao
a® —125

Solugao. Observe que
a* —5a® +3a — 15 = (a* — 5a*) + (3a — 15)
=a*(a—5)+3(a—5)
= (a—5)(a®+3)
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a® —125 = a® — 53
=(a—>5)(a*+a-5+5%)
= (a—5)(a® + 5a + 25).

Dai, segue que

a*—=5a*—3a+15  (a—5J(a®+3)
a3 — 125 ~ (a—57(a? + 5a + 25)
_ ad®+3
a2 45a+25

O

Como no exemplo [ utilizamos, no exemplo a seguir, o
artificio de somar e subtrair parcelas que, originalmente,
nao apareciam na expressao a ser fatorada.

Exemplo 15. Encontre uma forma fatorada para a ez-
pressdo algébrica S = p° + p* + 1.

Solucao. Adicionando e subtraindo as parcelas p2, p® e p
a S e depois agrupando, obtemos:

S=p"+p"+ @ - )+ P -p )+ (p-p) +1
=p"+p'+p°—p" —p —p+pP+p+1
=p*(P*+p*+ 1) —p*+p+ 1)+ (P> +p+1)
=@ +p+1)(P* —p+1).

Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas uma sessao de
50min para cada uma das segoes que compoem esta aula.
Uma boa compreensao da secao[I] ¢ fundamental para o
desenvolvimento das demais. Por isso, é importante que
seja dada uma atengao especial a tal secao. Na segao
é fundamental que os alunos aprendam a reconhecer um
produto notdvel dentre os termos que compoem uma ex-
pressao algébrica inteira.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 1: Numeros Reais. Rio de Janeiro, Editora
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2. V. Litivinenko e A. Mordkovitch. Solving Problems
in Algebra and Trigonometry . Moscou, Editora MIR,
1984.
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