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1 Exercicios variados

Neste material, continuamos apresentando exercicios varia-
dos envolvendo produtos notaveis e fatoracdo de expressoes
algébricas.

Exemplo 1. Prove a validade da identidade de Euleﬂ:
(a® +0%) (¢ + d*) = (ad — be)® + (ac + bd)>.

Solugao. Desenvolvendo o lado direito da identidade, obte-
mos:

(ad — be)* + (ac + bd)? = (ad)? — 2(ad)(be) + (bc)?
+ (ac)? + 2(ac) (bd) + (bd)?
= a?d® — 2abcd + b*c?
+ a*c* + 2abed + b2 d?
— a2d2 +Q2C2 +b202 +b2d2
_ CL2 (d2 +C2) +b2 (02 +d2)
= (a® + %) (P +d?).
O
Exemplo 2. Mostre que a soma do produto de quaisquer

quatro numeros inteiros consecutivos com uma unidade é um
quadrado perfeito.

Solugdo. Sejam n, n + 1, n + 2 e n + 3 quatro inteiros
consecutivos. Veja que
nn+1)n+2)n+3)+1=nn+3)(n+1)(n+2)+1
= (n2+3n) (n2+2n+n+2) +1
= (n2+3n) (n2+3n+2) + 1.

1Leonhard Euler foi um matematico suico do século XVIII, até hoje
considerado um dos maiores matematicos da Historia.
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Agora, denotando N = n? + 3n, obtemos:
nn+1)(n+2)(n+3)+1=(n*+3n) (n*+3n+2)+1
=N(N+2)+1
=N?+2N +1
=(N+1)2
O

Exemplo 3 (OBM). Sendo a, b e ¢ reais tais que ab(a+b+c) =
1001, be(a + b+ ¢) = 2002 e ac(a + b+ ¢) = 3003. Encontre
o valor de abc.

Solugao. Temos:
ab(a + b+ ¢) = 1001 <= abc(a+ b+ ¢) =1001c,

be(a + b+ ¢) = 2002 <= abe(a+ b +¢). = 2002a = 2 - 1001a

e
ac(a+ b+ c) = 3003 < abc(a +b+ ¢) = 3003b = 3 - 1001b.

Logo,
abe(a+b + ¢) = 1001c
abe(a + b+ c)

> = 1001a

abe(a + b+ c)
3
Somando membro a membro as tltimas trés equacdes,
obtemos

= 1001b.

b b b b
abe(a+b+c) + c(a; *+9) +2 c(ag to)_

= 1001c + 1001a 4 10015

1 1
< abe(a+b+c) <1+2+3) =1001(c+ a + D).
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Agora, note que
abla+b+c¢)=1001 = a+b+c#0.

Portanto,

1 1
abe(a + b+ c) <1—|——|—> =1001(c+a+10)

2 3

11
< abc(a+bFc)- 5= 1001(a++F¢)
<= abc = 1001 - 1% = 546.

Exemplo 4. Sejam a, b, ¢ e d reais tais que
(a+b)?+ (b+c)*+ (c+d)* =4(ab+ be + cd).
Mostre que a =b=c=d.
Solugao. Observando que
(x +y)? — 4oy = 2 +y? + 2wy — day
=22 y2 — 2xy
= (z—y)?%
podemos escrever
(a4+b)? +(b4+¢e)? + (c+d)* —4(ab+ bc+ cd) =
= [(a+b)? = 4ab] + [(b+ ¢)* — 4bc] + [(c + d)? — 4cd]
=(a =)+ (b—c)?+ (c—d)*
Entao,
(@a=b)?+(b—0)’ +(c—d)? =0,
de forma que a —b =0, b—c =0e c—d = 0. Assim,
a=b=c=d. O
Exemplo 5. Se a, b e ¢ sdo nimeros reais tais que a® + b +

? =1, prove que

1
—3 <ab+ac+be <1.
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Solugao. Observe que

(a—b2+(a@a—c)?+(b—c)?>0=
— a® —2ab+ V> +a® —2ac+ A+ b —2bc+c* >0
= 202 + 2b% + 2¢% > 2ab + 2ac + 2bc
— a®> +b* +c* > ab+ ac+ be.
Logo,
ab+ac+bc<a’®+b+c2=1.

Por outro lado,

(a+b+ec)?>0=

= a®+b%+ 2+ 2ab+ 2ac+ 2bc >0
= 2(ab+ ac+bc) > — (a*+b* +¢?)
a? + b + c?

— ab+ac+bc> = 5

Dai segue que

2 12 4 2 1
ab + ac +bec > i > ——.
2 2
O
Exemplo 6 (OBM). Assinale a op¢do que corresponde ao
valor da expressdo
20153 — 13
12 + 20152 + 20162°
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Solugao. Utilizando o produto notavel
2d =y = (x—y) (¥ + 2y +9°),
obtemos
2015% — 1% = (2015 — 1)(2015% + 2015 - 1 + 1?%)
= 2014 - (2015 + 2016) .
Por outro lado,
20162 = (2015 4 1)% = 2015 + 2- 2015 + 1,
logo,
12 4 2015% 4 2016% = 1 4 2015% 4 2015% 42 - 2015 41
=2-2015% 422015 + 2
=2(2015% + 2015+ 1)
=2(2015%+ 2016)..

Portanto,
2015% —1° | 2014-(2015% 4 2016)
12 420152 + 20162 2(20152 4 2016)
2014
S22
= 1007.
Desse modo, a alternativa correta é a letra (b). O

Exemplo 7 (OBM). Calcule o valor do real positivo b, sabendo
que a equagao

(4% +0*) 2® — 26ba + (b +9%) =0
tem raizes iguais.
Solugao 1. Observe que
(4> +b%) 2® — 26bz + (b +9%) =0
= 4% 2?4 1% 2? — 8bx — 18bx + b2 + 92 =0
=0 —2-b-dx+ (4a)? + (bx)?> —2-bx -9+ 92 =0
< (b—42)* + (bx — 9)* = 0.
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Agora, uma vez que existe x real que é solugao da equagao do
enunciado, obtemos b —4x = 0 e bx —9 = 0. Mas z # 0, pois,
caso contrério, obteriamos b? + 92 = 0, o que é impossivel.
Portanto, b = 4z = % e, dai,

b24¢~;36:>b6.

O

Solugao 2. Alternativamente, a fim de que a equacéo de
segundo grau do enunciado tenha raizes iguais, seu diserimi-
nante deve ser igual a 0. Portanto,

26%b% = 4(4% + b*)(b* + 9?)
ou, o que é 0 mesmo,
bt — 7207 +36% =0.
Por sua vez, a tltima equacao acima é o mesmo que
(b* —36)> =0,
de sorte que b? = 36 e, dai, b = 6. O
Exemplo 8 (OBM - adaptado). Quantos sdo os pares de

inteiros positivos (x,y) que satisfazem a equacgdo x? — y* =
92021 ¢
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Solugao. Veja que

2 y2 _ 22021 _ 22021.

T = (r—y)(z+y)

Desse modo, devemos ter t —y =2%e x +y = 2%, com a e
b inteiros ndo negativos tais que a + b = 2021. Somando e
subtraindo membro a membro as equagoes do sistema linear

r—y=2%
x—l—y:Qb ’
obtemos

20 =20 4+ 9% = g =201 4 201

2y =20 — 2% = y =201 947l
Assim, para que as solucdes de z2 — 32 = 22921 gejam
pares de inteiros positivos, a e b devem ser inteiros tais que
1 <a<b. Como a+ b= 2021, os possiveis pares (a,b) sdo

(1,2020),(2,2019),(3,2018), . ..,(1010,1011).

Portanto, hd 1010 pares de inteiros positivos (z,y) que satis-
fazem a equacdo z? & y2 = 22021 ¢ a alternativa correta é a
letra (d). O

Exemplo 9 (OBM). Considere o trinomio do sequndo grau
p(x) =22 — 2+ 1.

(a) Calcule o nimero de solugoes reais distintas da equagdo
p(x?) = 22, isto ¢,

(22)% = (%) + 1 = 2>

(b) Calcule o nimero de solugoes reais distintas da equagdo
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Solugao.
(a) Veja que

(12)° = (2®) +1=2% = (4*)" =2(2°) +1=0
— (2 =1)° =0
—z2-1=0
— (z+1)(z—-1)=0
<—— gy = *£1.

Logo, a equagdo p(2?) = x? possui exatamente duas solugoes
reais distintas.

(b) Fazendo y = p(x), temos:

p(p(z)) = p(x) <= p(y) =y
=yt —y+l=y
=y =2y+1=0
— (y-1)7%*=0
= y=1

Agora,

y=Ll<=p(x)=1
= -r+l1=1
=l —r=0
<~ z(x—-1)=0
<< z=0oux=1.

Assim, a equagdo p(p(z)) = p(x) também possui duas raizes
reais distintas. 0
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Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas duas sessoes de 50min
para expor o conteudo deste material. Sugerimos aos profes-
sores que apresentem os exemplos com todos os detalhes e
proponham exemplos adicionais aos alunos, sempre dando
algum tempo para que eles tentem encontrar as solucoes por
conta propria.

E importante que os alunos memorizem as férmulas para
os varios produtos notéveis e fatoragoes, pois assim os célculos
ficam mais simples e os erros diminuem. Isso deve acontecer de
forma natural, & medida que eles fizerem uma boa quantidade
de exercicios. Entretanto, enquanto esse processo nao. estiver
completo, vale a pena deduzir as formulas novamente: Como
na aula anterior, ressalte a diferenca entre “quadrado de uma
soma” e “soma de quadrados”, “cubo de uma soma” e “soma
de cubos”, etc.

A referéncia a seguir contém uma discussao completa de
produtos notaveis e fatoracbes, assim’ como véarios outros
exercicios envolvendo tais temas.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 1: Numeros Reais. Rio de Janeiro, Editora S.B.M.,
2013.

http://matematica.obmep.org.br/ P.9
matematica@obmep.org.br



	Exercícios variados

