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1 Exercicios Introdutérios

Exercicio 1. Trés amigos conversavam sobre suas matérias
preferidas dentre quatro: matemadtica (M), portugués (P),
histéria (H) e geografia (G), sendo que Alberto (A) pre-
fere matematica, Beto (B) prefere portugués e Carlos (C)
prefere geografia (G). Sejam os conjuntos T = {A, B, C}, for-
mado pelos trés amigos, e Q = {M, P, G, H}, formado pelas
matérias em discussdo, pode-se dizer que a fungdo f : T — Q
é:

a) injetiva.

b) sobrejetiva.

c) bijetiva.

d) nem injetiva nem sobrejetiva.

Exercicio 2. O armadrio de Jodo possui 4 gavetas: uma de
meias M, outra de cal¢as C, outra de bermudas B e uma
dltima de sapatos S. Neste armdrio, Jodo guarda duas meias
M;j e My, trés calcas C;, C; e C3, quatro bermudas By, By,
B3 e B4, e dois sapatos S; e S;. Seja a fungdo f : R —
Gr onde R = {Mll MZ/ Cl/ CZ/ C?)r Bll BZ/ B3/ B4/ Sl/ 52} eG=
{M, C, B}, podemos afirmar que f é:

a) injetiva.

b) sobrejetiva.

c) bijetiva.

d) nem injetiva nem sobrejetiva.

Exercicio 3. Seja a fungéo f:

f:{1,2,3} — {246}
x — f(x) =2x.

Podemos afirmar que f é:

a) injetiva.

b) sobrejetiva.

c) bijetiva.

d) nem injetiva nem sobrejetiva.

Exercicio 4. Sobre a fungdo f : A — B, cuja relagdo esta
representada na figura, podemos afirmar que f é:
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a) injetiva.

b) sobrejetiva.

c) bijetiva.

d) nem injetiva nem sobrejetiva.

Exercicio 5. Sobre a fun¢do f : A — B, cuja relagdo esta
representada na figura, podemos afirmar que f é:

a) injetiva.

b) sobrejetiva.

c) bijetiva.

d) nem injetiva nem sobrejetiva.

Exercicio 6. Na funcdo f : R — R, definida por y = x?,
calcule f(1) e f(—1) para justificar o fato de que f NAO é
injetiva.

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 7. Seja a fungédo f : R — {Z} — R, definida por

3x+5 o
flx) = 3 A fungdo f é sobrejetiva?

Exercicio 8. Seja a fungdo f : RY — R?, definida por
1 1
flx) = ¥+ 2 Calcule f <2) e f(2). A fungdo f é in-

jetiva?

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



Exercicio 9. Seja a fun¢do f : R — R, definida por f(x) =

2x —3

xyzcﬁ' Resolva as equagdes f(x) = 1 e f(x) = —1, con-
cluindo que f néo é injetiva nem sobrejetiva.

Exercicio 10. Construa o grafico e classifique em injetiva,
sobrejetiva ou bijetiva a funcdo f : R — IR, definida por
flx) = x? —4x +4.

Exercicio 11. Seja a fungdo f : [—1,400] — B, definida por
f(x) = x2 + 2x + 1. Determine B para que f admita inversa.

Exercicio 12. Considere a funcéo f : Z — Z, definida por:

X P
= se x é par;
_J)2
f (x) —Yx+1 .
5, sexéimpar.
Verifique se f é sobrejetiva, injetiva ou bijetiva.

Exercicio 13. Seja a fungdo f : [1,4] — [1,k], definida por
f(x) = 2x — 1. Determine o valor de k para que f seja
sobrejetiva.

Exercicio 14. Determine p, para que a fungdo f : R —
[p, +c0], definida por f(x) = x* — 2, seja injetora.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 15. Considere a fungdo bijetora f : [1,+00) —
(—00,3], definida por f(x) = —x2+2x +2 e seja (a,b) o
ponto de intersecdo de f com sua inversa. O valor numérico
da expressdo a + b é:

a) 2.
b) 4.
c) 6.
d) 8.
e) 10.

II ”

Exercicio 16. Sabendo que e ”d” sdo numeros reais, o
maior valor de “d” tal que a fun(;ao f R — R, definida por:

—x+c, arax > d
f(x)—{ ) P

seja injetora é:
x*—4x+3, parax <d,

a) 0.
b) 1.
Q) 2.
d) 3.
e) 4.

Exercicio 17. Assinale a alternativa que representa o con-
junto de todos os ndmeros reais para os quais estd definida a

VA2 —
fungdo f(x) : w
x-—4

a) R—{-2,2}.

b) (—0,2) U (5, +e0).

) (—00,2)U(=2,1) U[5, +o00).
d) (=00, 1) U (5, +00).

e) (=00, =2) U2, +e0).

Exercicio 18. Considere as fungdes reais f e g, tais que
f(x) =+/x+4e f(g(x)) = x> — 5, onde g(x) é ndo negativa
para todo x real. Assinale a alternativa cujo conjunto contém
todos os possiveis valores de x, que satisfazem os dados do
enunciado.

2) R—] —3,3[
R—] —+/5,V/5[.

o) 1v5,V5[.

4 ]-3,3[

e) R—] —o0,3].

Exercicio 19. Sejam f e g funcdes de D em D. Mostre que
se f e g sdo injetivas, entdo a fungdo f o g é injetiva.
Exercicio 20. Sejam f e g funcdes de D em D. Mostre que
se f e g sdo sobrejetivas, entdo a fungdo g o f é sobrejetiva.
Exercicio 21. Determine uma fun¢do f de modo que
g(f(x)) = x para todo x no dominio de f, sedo g dada
3
=24 ——
por g(x) =2+ .
Exercicio 22. Seja n um inteiro positivo Impar e sejam

{xl,xz, - ,xn} numeros reais distintos. Encontre todas as
fungdes bijetivas
fodxg,xo,. o xn} = {x,x0,. ., x0}
tais que
[f(x1) — x| = [f(x2) = xa = ... = [f(xn) — xnl.
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Respostas e Solugdes.

1. A
2. B
3. C.
4. D.
5. C
6. f(1) = f(—1) =1, ou seja, Ix; # x, tal que f(x1) =
f(x2), portanto f ndo é injetiva.
7. (Extraido da Video Aula) Fazendo y = %, temos
3x+5
4x —3
4xy — 3y 3x+5
4xy—-3x—-3y—-5 = 0
(4y-3)x—(By+5) = 0.
3
Fazendo 4y —3 = 0 e 3y +5 # 0, chegamos a y = i
y# _E’ donde:
3x+5 _ 3
4x—3 4
12x+20 = 12x-9
20 = 9.

Como chegamos em um absurdo, significa que para y =

fx) = ZI PxeR-— {i}, ou seja, f ndo é sobrejetiva.

8.  (Extraido da Video Aula) Calculando f ( > e f(2),

temos:

() e teee
2)
®) fQ) =24y =447 ="

4 .
1
Como f (2) = f(2), entdo f ndo é injetora.

9. (Extraido da Video Aula) Para f(x) = 1, temos:

-3 _
x2+1
2x -3 x> +1

x> 4+2x—4 = 0

x> —2x+1 = -3
(x—1)?* = -3.

Isso significa que, para f(x) = 1, Bx € R, portanto f ndo é

sobrejetiva.
Fazendo agora f(x) = —1, temos:
2x -3
251~ !
2x—3 = —x*-1
+2x—2 = 0
?42¢+1 = 3
(x+1)? = 3
x = —-1+3.
Assim, se para f(x) = —1 temos x; = —1++V3 e xp =

—1—+/3, entdo f ndo é injetiva.
Portanto, f ndo é injetiva nem sobrejetiva.

10. Como Jx; # xp, sendo x1, xp € R, tal que f(x1) =
f(x2), entdo f ndo é injetiva, por exemplo f(0) = f(4) = 4.
Analisando o grafico, vemos que Im = CD = R, ou seja, f
é sobrejetiva.

11. Fazendo um esboco do grafico da funcdo, temos:
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Perceba que, por conta do dominio, o grafico é apenas uma
parte de uma parébola (o conjunto de pontos cujo valor de
x é maior ou igual a —1). Perceba também que o vértice da
parédbola é o ponto (—1,0), que coincide com o “inicio”do
grafico, o que garante que VYx; # xp, temos f(x1) # f(x2),
ou seja, f € injetiva. Para que f seja sobrejetiva, devemos ter
Im = CD, ou seja, B = Ry. Dessa forma f é bijetiva e, por
consequéncia, admite inversa.

12.  (Extraido da Video Aula) Para a primeira parte da

x
equacdo, temos y = 5 que implica em x = 2y; e para a

1
segunda parte, temos y = i, que implica em x =2y — 1.

Assim, f(2y) = f(2y — 1) =y, ou seja, f é sobrejetiva. Pela
relagdo encontrada, vemos que y = f(2y) e também y =
f(2y — 1), ou seja, f ndo € injetiva e, por consequéncia, ndo é
bijetiva.

1
13. Sey =2x—1, entdo x = % Como D =[1,4]eo
grafico de f é um segmento de reta, temos:

1 < x < 4

1 < ¥+l oy
< S <
2 < y+1 < 8

1 < y < 7.

Portanto, Im = [1,7]. Como f é sobrejetiva, entdo CD = Im,
ouseja, k=7.

14. Analisando o gréfico de f, para CD = IR, vemos que
trata-se de uma parabola cujo vértice é o ponto (0, —2). As-
sim, para que f seja injetora, nas condi¢des do problema,
devemos ter p > 0.

-

15. (Extraido da EsPCEXx - 2015) A intersecdo de uma funcdo
com a sua inversa ocorre sobre a bissetriz dos quadrantes
impares, ou seja, sobre a reta y = x. Assim,

X420 +2 = «x
—x*+x+2 = 0
?—x—2 =0
1£v148
X = —
2
= 1+3
=

Como D = [1, +o0), x =2e, consequentemente, o ponto de
intersecdo é (2,2). Portanto a + b = 4. Resposta B.

16. (Extraido da EsPCEx - 2015) A parte do gréfico onde
A
dé ibola, cujo vértice é to| —7,—— ) =
x < d é uma parébola, cujo vértice é o ponto ( % 411)
(2,—1). Assim, a fung¢do é injetora, nas condi¢des do pro-
blema, para x < 2, portanto, o maior valor de d é 2. Resposta
D.

17. (Extraido da EsPCEx - 2015) Analisando o denominador,
temos x*> — 4 # 0, segue que x # +2. Agora, analisando o
numerador, temos x2—6x+5> 0, segue que x < 1loux > 5.
Fazendo a interse¢do dos resultados encontrados, chegamos
aS=(—o00,—2)U(—2,1] U5, +00). Resposta C.
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18. (Extraido da EsPCEx - 2016) Temos que:
f(x) Va+4
flgx)) = /g(x) +4

-5 = /g(x)+4

x? -9 g(x).

Como g(x) é ndo negativa para todo x real, temos x> —9 > 0,
segue que x < —3 ou x > 3. Resposta A.

19. (Extraido da Video Aula) Sejam x1, x, € D, tais que
x1 # xp. Como g é injetiva, temos que g(x1) # g(x2). Como
£ & injetiva e g(1) # g(x2), temos que £(g(x1)) # F(3(x2)).
Logo x1 # xp = fog(x1) # fog(xy). Portanto fog é
injetiva.

20. (Extraido da Video Aula) Como g é sobrejetiva, para todo
z € D existe y € D tal que g(y) = z. Como f é sobrejetiva,
para todo y € D existe x € D tal que f(x) = y. Para todo
z € Dexiste x € D tal que z = g(y) = g(f(x)) = gof é
sobrejetiva.

21.
g(f(x)) = x&
2+ 3 = x&
flx)+1
3 = 2
foo+1 — T
fR+1 = 2
3
f) = sl
5—x
fo) = 222

A segunda linha mostra que é necessdrio termos f(x) +1 # 0

e isso de fato ocorre com a fungao f(x) = : ;
22. Seja k= |f(xl) — xi|. Dai,

fx1) —x1 = +k

flxa) —xa = =k

flx3) —x3 = =k

flxn) —xy = =k

Como f é uma bijegao, {f(1), f(2),...,f(n)} ={1,2,...,n}
e a soma de todos os membros dos lados esquerdos das
equagdes anteriores é 0. Se k # 0, analisando o lado direito,
a quantidade de vezes em que aparece +k tem que ser igual
a quantidade de vezes em que aparece —k. Como n é impar,
isso é impossivel. Portanto, k = 0 e a funcdo é a identi-
dade, ou seja, f(x) = x para todo x. S6 existe uma fungdo
satisfazendo a condicdo dada.
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