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1 Introducao

Intuitivamente, podemos entender um conjunto como uma
colegdo de objetos, sendo esses objetos reais ou abstratos.
Alguns exemplos de conjuntos sio:

e O conjunto de todos os estados do Brasil.

e O conjunto das estrelas de uma constelacao.

e O conjunto de todos os estudantes da sua escola.
e O conjunto de todos os inteiros pares.

Observe que os trés primeiros exemplos tratam de objetos
que existem no mundo real, enquanto os objetos do quarto
exemplo sao abstragoes. Os objetos de um conjunto sao
seus elementos.

Podemos descrever um conjunto de duas formas: ou
especificando seus elementos, como fizemos nos exemplos
acima, ou listando seus elementos. Por exemplo, podemos
nos referir ao conjunto formado pelos numeros 1, 2, 3, 4.

Para denotar um conjunto, utilizamos uma letra latina
maidscula (A, B, C, D,...); também, especificamos ou lis-
tamos seus elementos entre chaves ”{ }”. Por exemplo,

A = {estados do Brasil};

B = {inteiros pares};
C=1{1,2,3,4}.

Uma maneira mais formal de declarar os dois primeiros
conjuntos acima seria escrever

A = {z| z é estado do Brasil};

B = {z| x é inteiro e par}.

No contexto de conjuntos, o simbolo | deve ser lido como
“tal que” ou “tais que”. Assim, declarando A e B como
acima, lemos

A € o conjunto dos x tais que x € estado do Brasil

B € o conjunto dos x tais que x € inteiro e par.

Utilizamos a notagdo z € K (lé-se  pertence a K)
quando z é um dos elementos do conjunto K; por exemplo,
sendo B e C os conjuntos que descrevemos logo acima,
temos que 28 € B e 2 € C. Por outro lado, escrevemos
xz ¢ K (lé-se * nao pertence a K) quando z nio é um
elemento do conjunto K; por exemplo, para os mesmos
conjuntos Be C, temos 5 ¢ Be 6 ¢ C.

Observacao 1. Conjuntos ndo enxergam elementos repe-
tidos. Assim, tanto faz escrevermos C = {1,1,2,3,4}
quanto C' = {1,2,3,4}. Em ambos os casos, fica suben-
tendido que 1 € elemento do conjunto C' uma unica vez.

Para muitos propdsitos, é conveniente termos a dis-
posicao a nogao de um conjunto sem elementos, ao qual
nos referiremos como o conjunto vazio. Ele pode ser pen-
sado como o resultado de uma especificacdo de elementos
contraditoria, como por exemplo

{inteiros que sdo pares e {mpares}.

Denotaremos o conjunto vazio por @) ou { }.

1.1 Equivaléncia e igualdade entre dois
conjuntos

Dois conjuntos sao iguais se tiverem exatamente os mes-
mos elementos. Por exemplo, os conjuntos

A = {inteiros multiplos de 2}

B={2k|keZ}

sao iguais, uma vez que tém os mesmos elementos.

Se os conjuntos X e Y forem iguais, escreveremos X =
Y; se ndo forem iguais, escreveremos X # Y e diremos
que sao diferentes ou distintos. Nesse caso, observe que
pelo menos um, dentre X e Y, precisa ter um elemento que
ndo pertence ao outro, como em X = {1,2,3} e Y = {1,
2}: temos X # Y, pois X tem um elemento (o 3) que nao
pertence a Y.

Por outro lado, dizemos que dois conjuntos sao equiva-
lentes se seus elementos puderem ser colocados em cor-
respondéncia biunivoca, isto é, se pudermos associar cada
elemento de um desses conjuntos a um unico elemento do
outro, e vice-versa, de forma que elementos diferentes do
primeiro conjunto sao associados a elementos diferentes do
segundo conjunto.

Para entender o conceito de equivaléncia de conjuntos,
note que os conjuntos C' e D dados por

C ={a,b,c,d,e} e D=1{1,2,3,4,5}

sao equivalentes. Realmente, uma possivel correspondén-
cia biunivoca entre seus elementos é:

lea, 20, 3¢, 44d, bee.

(H4 outras! Vocé é capaz de listar uma?)

Como no exemplo acima, escreveremos C <> D para
denotar a equivaléncia entre os conjuntos C e D.

Observe que dois conjuntos iguais sao equivalentes, mas
dois conjuntos equivalentes nao sao necessariamente iguais.
A primeira vista, a definicdo de equivaléncia entre con-
juntos pode parecer “boba”, mas ela é fundamental para
definirmos o que é um conjunto finito.

Dizemos que um conjunto A é finito se A é vazio ou

equivalente a um conjunto da forma {1,2,3,...,n}, para
algum n € N. Se A for vazio, diremos que tem 0 elemen-
tos; se A for finito e equivalente a {1,2,3,...,n}, dire-

mos que A tem n elementos ou cardinalidade n. Em
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qualquer caso, denotamos o nimero de elementos de um
conjunto finito A escrevendo |A| ou #A. Por exemplo,
se A =1{1,2,3,4,5,6} e B ={1,2,7,8}, entdo |A| =6 ¢
#B =4.

Conjuntos que nao sao finitos sao ditos infinitos.
Alguns exemplos de conjuntos infinitos sdao N, Z, Q,
{z| = é inteiro par}.

2 Diagramas de Venn

Ja aprendemos que podemos representar um conjunto des-
crevendo seus elementos entre chaves. Outra forma de re-
presentar um conjunto é através de um desenho conhecido
como diagrama de Venn. Nesse tipo de representagao,
utilizamos um circulo (ou outra curva simples fechada
qualquer) para substituir os parénteses, especificando ou
listando os elementos do conjunto numa das porc¢oes do
plano delimitadas pela curva (usualmente, escolhemos a
regiao limitada; em particular, no caso de a curva tragada
ser um circulo, listamos os elementos no disco correspon-
dente). Por exemplo, os conjuntos

A = {estados do Brasil}

C ={1,2,3,4}

podem ser representados pelos diagramas de Venn a seguir:

A C

Estados
do
Brasil

A vantagem de usar diagramas de Venn é que eles
tornam muito mais facil entender as relagdoes entre
conjuntos distintos. Por exemplo, se quisermos ressal-
tar que 1 e 2 sao elementos de ambos os conjuntos A
={1, 2,3, 4,5,6} e B= {1, 2, 7, 8}, podemos com-
por diagramas de Venn para A e B como ilustrado a seguir:

A B

Na figura acima, veja que os elementos 1 e 2, por per-
tencerem aos dois conjuntos, foram representados na regiao
interior aos dois circulos.

Uma vez que essa situagao (de conjuntos com elementos
em comum) é muito frequente, declaramos a intersecao
dos conjuntos X e Y como o conjunto formado pelos ele-
mentos comuns a X e Y. Em particular, na figura anterior,
a curva que limita a regiao em azul é o diagrama de Venn
da intersecao dos conjuntos A e B.

Empregaremos o simbolo N para representar a operacao
de intersecdo entre dois conjuntos. Assim, temos a especi-
ficagao:

XNY={alaeXeacY}.

Por exemplo, em relacdo a figura anterior, temos AN B =

(1,2},

2.1 Casos especiais de intersecao

Agora, vamos considerar dois casos especiais da interse¢ao
entre conjuntos e aproveitd-los para apresentar novas
definicoes tteis.

I. Primeiro caso: quando dois conjuntos A e B nao pos-
suem elementos em comum, temos A N B = (. Neste
caso, é usual que os diagramas de Venn para A e B se-
jam dois circulos sem sobreposigao. Eo que ocorre quando
A={1,3,5} e B=1{2,4,6}:

A B

Quando dois conjuntos tém intersecao vazia, dizemos
que eles sao disjuntos.

II. Segundo caso: quando os conjuntos A e B sao tais
que todos os elementos de A também sao elementos de
B os diagramas de Venn correspondentes sao tais que um
estd contido no interior do outro. KEsse é o caso quando
A=1{1,3,5} e B=1{1,2,3,4,5,6}, conforme mostrado a
seguir.

Quando um caso como este ocorre, dizemos que A é
um subconjunto de B ou que A estd contido em B,
e utilizamos a simbologia A C B. Também podemos dizer
que B contém A, em cujo caso escrevemos B O A. Como
caso particular importante, note que sempre temos A C A.
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Dados dois conjuntos A e B, é um aziomd]da teoria dos
conjuntos que uma das duas possibilidades a seguir ocorre:

BCA ou BZA.

Além disso, essas possibilidades sao mutuamente excluden-
tes, quer dizer, nao podem ocorrer simultaneamente. Isto
porque, para que B C A, todo elemento de B também
deve ser elemento de A; por outro lado, para que B € A,
deve existir um elemento z de B tal que ¢ A. Ora, se
um tal x existe, entao ele evita que tenhamos B C A.

Um caso muito importante de inclusao, que em principio
pode parecer muito estranho, é dado pela seguinte

Proposicdo 2. Para todo conjunto A, temos ) C A.

Prova. J4 sabemos que ou ) € A ou ) € A, e que tais
possibilidades sao mutuamente excludentes. Assim, basta
mostrarmos que nao é possivel termos ) Z A.

Para que ) € A ocorra, deve existir um elemento x tal
que x € D e x ¢ A. Mas, como () nao tem elementos, um
tal x nao pode existir.

Logo, a possibilidade # ¢ A nao ocorre, e resta somente
a possibilidade ) C A, que deve ser verdadeira. O

3 A familia das partes de um con-
junto

Os elementos de um conjunto podem ser outros conjuntos.
Isso é o que ocorre, por exemplo, com

A={{1,2},{1,3},{2,3}}.

Um conjunto cujos elementos sao outros conjuntos é geral-
mente denominado uma familia.

Um caso especialmente importante de familia ocorre
quando consideramos um conjunto A e, a partir dele, for-
mamos a familia cujos elementos sao os subconjuntos de
A. Denotamos essa familia por P(A), e dizemos que se
trata da familia das partes de A. Assim,

P(A)={B| BC A}.
Para um exemplo, se A = {1,2, 3}, temos

P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2, 3}, {1, 2,3} }.

Um exemplo interessante é P(()), a familia das partes do
conjunto vazio. Como ) ndo possui elementos, seu tinico
subconjunto é ele mesmo. Assim,

P0) = {0}

Note que @) # {0}, uma vez que a primeira notagéo re-
presenta o conjunto vazio, enquanto a segunda representa

1Em Matemética, um axioma é um fato aceito como verdadeiro
sem justificativa.

o conjunto com um tdnico elemento, o conjunto vazio. Em
particular, verifique que

P{0}) = {0,{0}}.

Na proxima aula, mostraremos como calcular o niimero
de elementos de P(A), para um conjunto finito A.

4 Outras operacoes com conjuntos

Na secao anterior, aprendemos uma operagao béasica entre
dois conjuntos, a intersegao. Nesta, aprenderemos outras
operagoes, a complementacao de conjuntos, a unido de con-
juntos e a diferenca de comjuntos. Antes disso, contudo,
precisamos definir o conceito de conjunto universo pra um
certo contexto.

Em um certo contexto, que supomos fixado, o conjunto
universo ¢é o conjunto que contém todos os elementos per-
tinentes ao contexto. Por exemplo, se estivermos pensando
em um problema que envolve apenas os niimeros natu-
rais menores do que 10, o conjunto universo serd repre-
sentado por U = {1,2,3,4,...,9,10}. Assim, os conjun-
tos A =1{1,3,5,9,10} e B ={2,3,4,5} sdo representados
usando o seguinte diagrama de Venn (observe que alguns
elementos estdo de fora dos dois circulos que representam
os conjuntos A e B):

6,7,8 U

Em geral, dados um conjunto universo U e um subcon-
junto A de U, o conjunto de todos os elementos de U que
nao estdo em A é o complementar de A em U, o qual
é representado por A€, sempre que U estiver subentendido
(o que serd sempre o caso). Em simbolos,

A={z|lzeUex ¢ A}

Assim, no caso em que U = {1,2,3,4,...,9,10} e A =
{1,3,5,9,10}, temos A° = {2,4,6,7,8}.
Utilizando o diagrama de Venn, o conjunto complemen-

tar é representado pela regiao do conjunto universo que
fica fora de A.
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2,4,6,7,8

4.1 A diferenca entre dois conjuntos

Quando temos dois conjuntos A e B, também podemos
definir a operagao de diferenca entre esses conjuntos, cujo
resultado é denotado por A— B ou A\ B (ambas as notagoes
sdo muito utilizadas). De maneira informal, A\ B é con-
junto formado por todos os elementos A que ndo estdo B;
ou seja,
A\B={x|z€ Aex ¢ B}.

Por exemplo, se A = {2,3,4} e B = {2,5,6}, temos que
A\ B = {3,4}. Em termos visuais, podemos representar
esse exemplo através do diagrama de Venn a seguir:

O exemplo acima também mostra que os conjuntos A\ B
e B\ A ndo sdo iguais. De fato, B\ A = {5,6}.

Se A e B forem subconjuntos de um universo U, entao
x ¢ B é o mesmo que x € B¢, Portanto,

B°=U-B.
Ainda nesse caso, temos, mais geralmente, que
A\B ={z|z€ Aex ¢ B}
={z|xeAexec B}
= AN B

A\ B=AnBe.

4.2 A uniao de dois conjuntos

Além da intersegao, outra importante operacao envolvendo
conjunto é a unigo. Antes de defini-la, cumpre fazermos a
seguinte observacao: no contexto de teoria dos conjuntos,
sempre que escrevemos ¢ € A ou x € B, assumimos que
esse “ou” é inclusivo, isto é, permite que as possibilidades
r € A, x € B ocorram simultaneamente.

Dados dois conjuntos A e B, sua uniao, denotada por
A U B é definida como o conjunto de todos os elementos
que estao no conjunto A ou no conjunto B:

AUB={z| z € Aoux € B}.

Visualmente, utilizando diagramas de Venn, a uniao
é representada pela juncao dos diagramas que repre-
sentam os conjuntos A e B. Por exemplo, na figura a
seguir, AU B é representado pela porgao azul do diagrama.

6,7,8 U

Se A e B sao conjuntos finitos, nao é dificil o leitor se
convencer de que AN B e AU B também sao finitos. Nesse
caso, o diagrama de Venn de A U B permite estabelecer a
seguinte relacdo simples entre as cardinalidades de A, B,
ANBe AUB:

|AUB| = |A| +|B| - AN B|. (1)

Isso ocorre pois, ao escolhermos um elemento x do con-
junto A U B temos trés possibilidades:

(i) O elemento x estd em A, mas nao estd em B.
(ii) O elemento x estd em B, mas nao estd em A.
(iii) O elemento z estd simultaneamente em A e B.

Assim, quando escrevemos |A U B| = |A| + |B|, estamos
cometendo o erro de contar os elementos que pertencem a
intersegao de A e B duas vezes: uma quando contamos os
elementos de A, outra quando contamos os elementos de
B. Para corrigir este erro, devemos descontar os elementos
de AN B uma vez, resultando na férmula acima.
Exercitaremos a aplicagao de na préxima aula.
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4.3 A diferenca simétrica entre dois con-
juntos

Outra operagao que pode ser aplicada em dois conjuntos é

a diferenca simétrica AAB (1é-se “A delta B” (se vocé ja

estudou equagoes do segundo grau, chamamos sua atengao

para o fato de que esse simbolo A nao tem nada a ver com o
discriminante de um trinémio de segundo grau). Definimos

AAB = (A\ B)U (B A).

Em palavras AAB é o conjunto dos elementos que perten-
cem a exatamente um dos conjuntos A, B. Por exemplo,
se A={2,3,4} e B ={2,5,6}, temos que

AAB = (A\ B)U(B\ A)
= {3,4} U {5,6}
= {3,4,5,6}.

A diferenca simétrica esté ilustrada na regiao destacada no
seguinte diagrama de Venn:

Esse diagrama também deixa claro que AAB pode ser
definida por

AAB = (AUB)\ (AN B).

Realmente, se pintarmos, as porcoes do diagrama de Venn
para os conjuntos A e B correspondentes aos conjuntos
(A\B)U(B\ A) e (AUB)\ (AN B), entdo teremos
pintado exatamente as mesmas porgoes do diagrama.

4.4 Extensoes a mais de dois conjuntos

As operagoes de uniao e intersegdo podem ser facilmente
estendidas a mais de dois conjuntos, gragas as seguintes
identidades:

(ANB)NC=ANn(BNCQC) (2)

(AUB)UC = AU (BUC). (3)

Para verificd-las, observe inicialmente que os dois mem-
bros de ambas tém sentido: uma vez que sabemos formar
a intersecao de dois conjuntos, podemos considerar o con-
junto ANB e, entao, (ANB)NC'; da mesma forma, podemos

considerar (BN C) e AN (BNC), e observagoes andlogas
valem para (AUB)UC e AU(BUC).

Agora, mostremos , deixando a checagem da validade
de a cargo do leitor:

(ANnB)NC ={z|z€e ANBexe(C}
={z|](x€AdexeB)exe(C}
={z|zreAde(xeBexc()}
={z|lzeAexeBNC}
=AN(BNO).

Gragas a e , dados conjuntos A, B e C, podemos

definir a interse¢go A N BN C e a uniao AU B U C de
maneira nao ambigua pondo

ANBNC=(ANnB)NC
(ou AN (BNCQO), tanto faz!) e
AUBUC=(AUB)UC.

(Ou AU (B U C); novamente, tanto faz!) Por exemplo, se
A={1,2}, B={2,3}, C = {3,4,5}, entdo

ANBNC=(ANB)NC={2}n{3,4,5} =0

AUBUC =(AUuB)UC
={1,2,3}U{3,4,5}
={1,2,3,4,5}.

5 Leitura complementar

John Venn (1834 - 1923) foi um matemadtico inglés que fi-
cou conhecido por introduzir de maneira formal diagramas
geométricos para representar conjuntos. Venn desenvolveu
esses diagramas em um trabalho de 1881, baseando-se na
teoria de George Boole sobre como representar algebrica-
mente as operagoes da légica proposicional.

Embora representagoes similares aos diagramas de Venn
ja fossem utilizadas por outros matematicos, como Leibniz,
o proprio Boole, de Morgan e Euler, o método de Venn era
mais claro e simples. Além disso, Venn foi o primeiro a
utilizar estes diagramas em problemas gerais envolvendo
mais de dois conjuntos.

Figura 1: Fonte:

John_Venn

https://en.wikipedia.org/wiki/
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Em 04/08/2014 o Google langou um doodle em homena-
gem ao 180° aniversario de John Venn. Vocé pode conferi-
lo no link a seguir: https://www.youtube.com/watch?v=
sZwCCTRKUQ4

6 Sugestoes ao professor

Professor, a teoria dos conjuntos é central em Matemaética
e alicerga muitos conceitos que serao apresentados durante
todo o Ensino Médio, como func¢oes, métodos de contagem,
probabilidade e Estatistica. Dessa forma, é de extrema
importancia que os alunos compreendam a linguagem que
foi apresentada neste material, pois ela sera recorrente ao
longo de todo o Ensino Médio.

A apresentacdo inicial da teoria dos conjuntos pode
torna-se tediosa para alguns alunos, devido a grande quan-
tidade de defini¢oes e notagoes que devem ser introduzidas
antes de propor exercicios minimamente interessantes. O
professor pode quebrar a monotonia pedindo que os alunos
participem da aula, criando seus préprios exemplos para
as operacoes bdsicas ou contando a histéoria do matematico
Venn quando seus diagramas forem apresentados.

Recomendamos que o material apresentado neste mate-
rial seja ensinado em dois encontros de 50 minutos cada.

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br


https://www.youtube.com/watch?v=sZwCCTRKUO4
https://www.youtube.com/watch?v=sZwCCTRKUO4

	Introdução
	Equivalência e igualdade entre dois conjuntos

	Diagramas de Venn
	Casos especiais de interseção

	A família das partes de um conjunto
	Outras operações com conjuntos
	A diferença entre dois conjuntos
	A união de dois conjuntos
	A diferença simétrica entre dois conjuntos
	Extensões a mais de dois conjuntos

	Leitura complementar
	Sugestões ao professor

