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1 Arcos e angulos

Dado um circulo e dois pontos (distintos) A e B sobre ele,
um conjunto de pontos sobre o circulo que forma a curva
que vai de um dos pontos ao outro é chamado de arco.
Veja que dois pontos sobre o circulo determinam dois arcos:
pensando sempre no sentido anti-horéario, temos um arco
que vai de A até B e outro que vai de B até A. Quando
o segmento AB é um didmetro do circulo, AB é um eizo
de simetria e, portanto, divide o circulo em dois pedacos
congruentes (chamados semicirculos); neste caso, os dois
arcos possuem o mesmo comprimento. Mas, quando AB
nao é didmetro, esses dois arcos possuem comprimentos
diferentes, entdo um deles (o de maior comprimento) é o
chamado arco maior e o outro (o de menor comprimento)
é 0 arco menor. Todo arco AB determina um angulo
central, que é o angulo ZAOB que o contém, onde O é o
centro do circulo.
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Figura 1: arcos AB e CD (em vermelho) e seus dngulos
centrais.

Como podemos calcular o comprimento de um arco em
um circulo? Lembre-se de que o comprimento de um cir-
culo de raio r, onde r é qualquer ntimero real positivo, ¢é
igual 277 (isso vem da definicdo de 7, que é a razao en-
tre o comprimento do circulo. pelo- didmetro); por outro
lado, temos que o comprimento de um arco é proporcional
a medida de seu dngulo central. Assim, lembrando que
a medida (em graus) de uma volta completa no circulo é
360° e denotando por « (também em graus) a medida do
angulo central correspondente ao arco, concluimos que o
comprimento desse arco é

Corco = 277 - 360(é)°' (1)

Ao usar a’unidade de medida “graus” nds partimos o
circulo em 360 arcos de mesmo comprimento. O angulo
de 1° (um grau) é o angulo central de qualquer um desses
arcos. Mas porque 360 pedacos? Isso é uma heranca da
antiga civilizacao babil6nica, que também nos legou horas,
minutos e segundos como unidades de medida de tempo
(veja que uma hora possui 60 minutos ou 60 - 60 = 360
segundos). Uma das vantagens do ntumero 360 é que ele
possui muitos divisores inteiros. Por exemplo, podemos di-
vidir 360 objetos em 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10 ou 12 grupos de

mesmo tamanho, sempre obtendo uma quantidade inteira
de objetos em cada grupo. Isso torna o uso da medida
“graus” muito préatica para o dia a dia. Além disso, apren-
demos isso tao jovens que esse sistema torna-se habitual
e instintivo. Por exemplo: surfistas e skatistas falam da
manobra 360 para indicar uma rotacao completa e quando
alguém diz que vai dar um 180 nos negdcios, entendemos
que ela vai mudar os planos e passar a andar na diregao
oposta a que vinha.

Contudo, o ntmero 360 é completamente arbitrario.
Porque nao dividir o circulos em 400 partes no lugar de
3607 Na verdade, existe uma unidade de medida de an-
gulos que faz justamente isso. FEla é chamada de grado
e ja foi muito usada na navega(;éﬂ mas caiu em desuso.
E porque nao dividir o circulos em 100 partes iguais, de
forma que pudéssemos pensar em cada angulo como um
certo percentual de uma volta completa?

Acontece que; ao estudar Trigonometria e boa parte das
matérias de cursos universitarios em Matematica, o uso do
“grau” como unidade de dngulo nao é conveniente. Ha ou-
tra unidade de medida de angulos, que chama-se radiano.
Ela é definida de uma maneira mais fundamental e nao
depende da escolha de um ntimero arbitrario de pedacos.

Um radiano é a medida do dngulo central
de um arco cujo comprimento ¢ igual ao raio
do circulo (ao qual o arco pertence). Abre-
viamos 1 radiano para 1rad.

Pelo exposto acima, quando o = 1rad, temos que
Coarco = 7. Logo,
@ 360°

2y - 2360° =y = lrad =

=57, (2)

ou seja, 1 radiano vale aproximadamente 57 graus. A Fi-
gura [2] mostra como obter um angulo de 1 radiand?]

Da equagao acima, também obtemos a importante
relagao:

27 rad = 360°. (3)

Equivalentemente, dividindo ambos os lados por 2, obte-
mos wrad = 180°. De modo geral, para qualquer valor
em radianos, basta multiplicar esse valor por 180/ para
obter o valor em graus. De modo semelhante, para fazer
a conversao de graus para radianos devemos multiplicar a
medida do arco (dada em graus) por m/180.

Ao estudar fungdes trigonométricas (como seno, cosseno
e tangente), usualmente assumimos que o angulo é dado

1O motivo é que navegar um grado sobre um meridiano terrestre
corresponde a navegar aproximadamente 100 km. Contudo, como a
Terra ndo é uma esfera perfeita, essa aproximacao nao é tao boa e,
hoje em dia, hé instrumentos de navegagdo bem mais precisos.

2A esse respeito, veja a animacdo encontrada no endere-
¢o https://tex.stackexchange.com/questions /443298 /how-do-i-bend-
a-line-onto-a-circle.
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Figura 2: construcao de um angulo de 1 radiano. Todos
os segmentos vermelhos possuem o mesmo comprimento:
(a) um circulo de raio r; (b) rotagdo de um raio; (c) entor-
tando o raio sobre o circulo; (d) marcando o 4ngulo central
de 1rad.

em radianos. E interessante observar que a maioria das cal-
culadoras cientificas trabalham com radianos por padrao
(algumas conseguem trabalhar com graus ou grados, mas é
preciso mudar o modo de operagao). Nesta aula, usaremos
as duas medidas (graus e radianos) para nos acostumarmos
a transicao entre uma e outra.

Para facilitar, listamos abaixo os valores de alguns an-
gulos comuns em graus e em radianos.

9rrad = 360°,  wrad = 180°, Agmd:9w,

T ™ T

—rad = 60°, —rad = 45°, —rad = 30°.

3 4 6

A equivaléncia entre medidas em graus e radianos de al-
guns outros dngulos comuns pode ser vistas na figura se-

guinte:
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A figura acima serve apenas para consulta rapida ou
para conferir suas respostas. De outra forma, seu intuito
nao é nos fazer memorizar todos esse valores, uma vez que a
conversao entre graus e radianos pode ser feita facilmente,
como nos exemplos seguintes.

Exemplo 1. Transforme as medidas dos angulos a sequir,
de graus para radianos:

(a) 150°.
(b) 240°.

Solugao 1.

(a) Seja = a medida do dngulo em radianos que equivale a
150°. Como 7 radianos equivalem a 180° e essas medidas
sao proporcionais, temos que:

x  150°

_ 1507 _5£
7w 180°

180 6°
(b) Seja y a medida do 4ngulo em radianos que equivale a

240 graus. De forma semelhante ao item anterior, temos
que

y - 240° 240 4w

T 180° 180 0 3
Veja que esses valores sdo realmente os indicados na fi-
gura anterior. O

Solugao 2. Conforme haviamos comentado, para realizar
a conversao de graus para radianos basta multiplicar por
m/180. Assim, o Angulo que corresponde a 150 graus é

T o
150 - — = —rad,
180 6
ao passo que o angulo que corresponde a 240 graus é
T 47
240 - — = —rad.
180 3"

O

Exemplo 2. Transforme as medidas dos dngulos sequintes,
de radianos para graus:

(a) 37 /2rad.
(b) 27 /3 rad.
(c) 3rad.

(d) 72 /4rad.

Solugao. Para converter de radianos para graus, devemos
multiplicar a medida em radianos por 180/7. Assim fa-
zendo, temos que:

(a)

3 37 180° 3-180°
_ = — . = = 2 O.
5 rad 5 - 5 70
(b) 2 2 180° 2-180°
v T .
JE— d = —f — = == ].2 O.
3 T T, 3 0
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Observagao: nos dois itens acima, para fins praticos
poderiamos simplesmente substituir 7 rad por 180°. Mas,
cuidado, pois isso s6 é valido quando o valor do angulo em
radianos é um nimero real multiplicado por 7. Nos dois
itens seguintes, nao ha como apenas substituir 7 por 180°.

(¢) A figura a seguir mostra um angulo de 3 radianos.
Lembre-se de que @ = 3,14, de forma que uma angulo
de 3 radianos é um pouco menor do que 7 radianos, ou
seja, pouco menor do que 180°. Mais precisante, ele mede:

180°  540°
3rad=3- — = —— = 171,88°.
T 7r
LN

(d) , ,

T oad= T 180 180T g g

4 4 T
Observagao: os valores dos dois ultimos itens podem ser
obtidos com o auxilio de uma calculadora. ]

Uma das vantagens de se trabalhar com radianos é que a
férmula para o comprimento do arco torna-se mais simples,
conforme explica o proximo

Exemplo 3. Se AB ¢ um arco de um circulo de raio T,
cujo angulo central mede 0 radianos, entdo-o comprimento
deste arco é

C’arco =rf.

Prova. De fato, se o dngulo central mede ¢ radianos, te-
R 360 -
mos que este dngulo mede '+ — graus. Substituindo «
™
por esse valor na equagdo (|1f), obtemos
g . 360

27 _
360 =rf.

Clarco = 271 -

O

A férmula do enunciado do exemplo anterior também
pode ser vista da seguinte maneira: para encontrar a me-
dida (em radianos) do dngulo central de um arco de circulo,
basta dividir o comprimento do arco pelo raio do circulo.
O exemplo acima é apenas um, dentre muitos outros, em
que usar radianos simplifica os célculos.

Exemplo 4. Observe o desenho a seguir. FEle representa
o esquema de um péndulo de um relégio “cuco” Qual o
comprimento do arco AB.

Solugao. Como o angulo esta expresso em radiados e cada
radiano nos d4 um arco cujo comprimento éigual ao raio,

concluimos que o comprimento do arco AB6212 = 24cm.
O

2 O circulo trigonométrico

O circulo trigonométrico é o circulo de raio 1 e centro na
origem, (0,0), do plano cartesiano. E interessante observar
que, usando a féormula deduzida no Exemplo 3| com r =1,
concluimos que o comprimento de um arco desse circulo é
igual a medida do seu angulo central em radianos.

Os eixos do plano cartesiano dividem o circulo trigono-
métrico.em quatro partes. Cada parte é chamada de qua-
drante e os quadrantes sdo numerados de I até IV (um a
quatro em algarismos romanos), em sentido anti-horério,
sendo que o primeiro quadrante é aquele formado pelos
pontos em que as ambas coordenadas sao positivas (veja a
Figura|3).

Figura 3: o circulo trigonométrico e alguns arcos positivos.

Observe que, cada quadrante determina exatamente se a
abcissa e/ou a ordenada de todos os seus pontos sao positi-
vas ou negativas. De fato, nos quadrantes I e IV temos que
a abcissa é positiva (pois estes quadrantes estdo & direita
do eixo-y e, portanto, seus pontos possuem coordenada x
positiva); por outro lado, nos quadrantes II e III a ab-
cissa de todo ponto é negativa. De forma semelhante, nos
quadrantes I e II temos que a ordenada de cada ponto é
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positiva (pois os pontos do circulo situados nesses quadran-
tes estdo acima do eixo-z, ou seja, na diregdo positiva do
eixo-y), enquanto que nos quadrantes IIT e IV a ordenada
é negativa.

Na verdade, nao apenas os quadrantes sao listados no
sentido anti-horario. Conforme indicado na Figura |3} sem-
pre iremos considerar o sentido anti-horario como o sen-
tido positivo, ou seja, o sentido em que, caminhando
sobre o circulo, medimos arcos positivos. Naturalmente,
o sentido horario serd considerado o sentido negativo,
ou seja, o sentido em que, caminhando sobre o circulo,
medimos arcos negativos.

Mais precisamente, observe inicialmente que, como to-
dos os pontos do circulo estdo a distancia 1 do ponto
O = (0,0), temos que esse circulo intersecta o eixo-z no
ponto A = (1,0). Entdo, partindo de A e caminhando so-
bre o circulo no sentido anti-horério (positivo), marcamos
os valores que aparecem da Figura [3| (7/6,7/3,7/2,...).
Por outro lado, partindo de A e caminhando sobre o cir-
culo no sentido horario (negativo), marcamos os valores
que aparecem da Figura | (-7 /6, —7/3, —7/2,...).

Figura 4: o circulo trigonométrico e alguns arcos negativos.

Como o comprimento do circulo trigonométrico é 2,
cada ponto P sobre ele determina um arco positivo AP
que possui angulo central ZAOP, seguindo de A a P no
sentido anti-horario, de medida menor que 27w. Sempre
que falarmos do arco e do angulo associados a P, salvo
mencao explicita em contrario, estaremos nos referindo a
AP e ZAOP, respectivamente. Por outro lado, se formos
de A até P seguindo o circulo no sentido horério, temos um
tnico arco negativo determinado por P, de medida maior
que —27.

Como observado anteriormente, o comprimento de AP &
igual & medida de ZAOP em radianos. Assim, os nimeros
indicados sobre o circulo da Figura [3| também represen-

tam angulos. Um ponto crucial é que podemos obter o
seno, cosseno e tangente desses angulos usando o circulo
trigonométrico, como veremos a seguir (Figura [5)).

No moédulo “Razoes Trigonométricas no Tridngulo Re-
tangulo: Seno, Cosseno e Tangente” do Nono Ano, ji ha-
viamos definido o que é o seno, cosseno e tangente de um
angulo entre 0° e 90°, usando o tridngulo retdngulo. Tra-
duzindo aquela defini¢ao para radianos, seja @ um dos an-
gulos de um tridngulo retangulo, de forma que, em radia-
nos, 0 < a < 7/2. Entéao, temos

medida do cateto oposto a «

sen o =
medida da hipotenusa
medida do cateto adjacente a «
cos = : .
medida da hipotenusa
medida do cateto oposto a «
tga =

medida do cateto adjacente a o

A Figura [5] nos mostra um ponto P associado ao an-
gulo a (ou ao arco 1/473, o que é o mesmo). Como 0 <
a < /2, temos que P pertence ao primeiro quadrante do
circulo trigonométrico. Tragando a perpendicular de P ao
eixo-z, obtemos um tridngulo retangulo; como a hipote-
nusa deste tridngulo é um raio, ela mede 1. Dessa forma,
pela férmula de cosa acima, o valor de cosa é igual ao
comprimento do cateto adjacente a . Note, pela figura,
que este comprimento também é igual a abcissa do ponto
P, ou seja, a coordenada = desse ponto. Analogamente, o
valor de sen « é igual & coordenada y de P. Ou seja,

P = (cosa,sen ).

sen

(0.1)

II 1
P
L7
(_170) COS «x (170) COS

111 v

(0,-1)

Figura 5: circulo e razbes trigonométricas.

Por essa razao, renomeamos os eixos de nossa figura como o
eixo dos cossenos (horizontal) e o eixo dos senos (vertical).
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(Na préxima aula, veremos também como obter a tangente
de o usando o circulo trigonométrico).

Veja que as definigoes de seno, cosseno e tangente com
base no triangulo retdngulo se aplicam apenas para an-
gulos (ou arcos) entre 0 e 7/2 radianos. Dado um arco
a fora deste intervalo, define-se 0 seno e o cosseno de a
estendendo o que fizemos acima. Mais precisamente, con-
sideramos o ponto P do circulo trigonométrico associado
a « e simplesmente definimos cos a como a abcissa de P e
sen o como a ordenada de P.

Assim é que, para um arco a = 7/2, temos que o ponto
P associado a o é P = (0,1); logo, definimos cos(r/2) = 0
e sen(n/2) = 1. Da mesma forma, cosm = —1 e senm = 0,
cos(3m/2) = 0 e sen(37/2) = —1, cos(2m) = 1 e sen(27) =
0.

Agora, a Figura[f] mostra um exemplo com P no segundo
quadrante, isto é, com /2 < o < 7. Veja que, neste caso,
temos cosa < 0 e sena > 0. Em geral, os sinais de cosa
e sen a correspondem aos sinais das abscissas e ordenadas
em cada quadrante, conforme mostrado na Figura [3]

Ainda nas notagdes da Figura [6] se § = m — a, entdo
0 < 8 < m, de modo que cosf3 > 0 e sen 3 > 0. Por outro
lado, observando o tridngulo retangulo sombreado, temos
sen S =sena e cos § = |cosal, de sorte que sen 5 = sen«
e cosff = —cosa.

sen
P
1T
< 1
8
(-1,0) lcos al | (0,0) (1,0) <
111 IV
(07_1)

Figura 6: seno e cosseno no segundo quadrante.

Uma anélise similar, com « pertencente a outro qua-
drante qualquer do circulo trigonométrico, mostra que as
férmulas acima valem sempre, isto é, que

sen(mr —a) =sena e  cos(m —a) = —cosa.

3 Congruéncia de arcos

Conforme a discussao anterior ji sugere, muitas vezes sera
conveniente trabalharmos com angulos/arcos maiores do
que 27, bem como com angulos/arcos negativos. Por exem-
plo, o que significa um arco de 450°? Como 450 =360+90,
percorrer um arco de 450° sobre o circulo é o‘mesmo que
percorrer 360° seguido de 90°, ou seja, dar uma volta com-
pleta seguida de um quarto de volta. Assim, um-arco
(no sentido anti-horério) que mede 450° e possui 0 ponto
A = (1,0) como extremidade inicial terd sua extremidade
final no ponto B = (0,1) — que também ¢ a extremidade
final de um arco de 90°, medido no sentido anti-horario a

partir de A.
Evidentemente, toda a discussao do paragrafo anterior
também faz sentido em radianos: como 450° = 57/2 e

57/2 = 27 4+ w/2, percorrer um arco de 57/2 radianos no
sentido anti-hordrio e a partir de A =/(1,0) nos leva ao
ponto B = (0,1) como extremidade final, ponto este que
também ¢é a extremidade final de um arco de 7/2, medido
no sentido anti-horario a partir de A.

Quando (como-acima) dois angulos/arcos possuem as
mesmas extremidades, dizemos que eles sao congruentes.
Perceba que o arco AB também é congruente ao BA e
este ultimo pode ser obtido partindo de A e percorrendo
360 — 90 = 270 graus no sentido horério.

Como arcos congruentes possuem as mesmas extremida-
des, a diferenca entre eles corresponde a um certo nimero
de voltas completas em torno do circulo trigonométrico,
e isso vale mesmo no caso em que um ou ambos 0s arcos
sao negativos. Por exemplo, outra maneira de perceber
que —3m/2 e w/2 sdo arcos congruentes é observando que
w/2 — (—37w/2) = 27, o que corresponde a uma volta com-
pleta em torno do circulo trigonométrico. Assim, um arco
de 7/2 radianos pode ser obtido primeiro percorrendo um
arco de —3m/2 radianos e, em seguida (e a partir da extre-
midade final desse arco), percorrendo um arco, no sentido
anti-horario, de 27 radianos.

Para outro exemplo, dngulos de medidas 780° e 60° sdo
congruentes. Realmente, como 780 = 60 + 2 - 360, temos
que um angulo de 780° é obtido percorrendo 60° e mais
duas voltas completas, como indicado na figura abaixo.

sen

COs
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De modo geral, se a e 8 sdo as medidas em radianos de
dois arcos (positivos ou negativos), temos a e 8 congruen-
tes se, e somente se,

a—fB=2m-k,

para algum nimero inteiro k.
) Py — ~ ]

Em particular, se AP = a e AQ = [ sdo dois arcos
congruentes no ciclo trigonométrico, entao P = @ e, dessa
forma, arcos congruentes possuem 0s mesmos senos e 0s
mesmos cossenos. Em simbolos,

a—ﬂ=27r-k;,k622>{ sena = sen
cosa = cos 8

Exemplo 5. Seja A = (1,0). Encontre o comprimento do

arco AP, entre 0 e 2w, que € congruente a 277 /4 radianos.
Em sequida, indique em qual quadrante do circulo trigono-
métrico se encontra o ponto P e calcule o seno e o cosseno
de 277 /4.

Solugao. Veja que

27w 24w N 3 6 + 3 o34 3T
_— — = 07T —_— = 27 - _
4 4 4 4 4
Isso quer dizer que, saindo do ponto A e percorrendo
sobre o circulo um comprimento de 277/4 no sentido
anti-horario, damos 3 voltas completas no circulo e, de-
pois, ainda percorreremos 37/4 (também no sentido anti-
horério). Logo, AP mede 37 /4.
3
Por fim, veja que g < Zﬁ < 7, de sorte que o ponto P
estd situado no segundo quadrante (ou seja, no quadrante
IT) do circulo trigonométrico.
Por fim, veja que m — 3w /4 = 7/4 radianos, que corres-
pondem a 45 graus. Pelo que estudamosna seg¢ao anterior,
fazendo o = 3w /4 e § = w/4 temos:

27T 3 s V2
o (5) () D ()
27T 3
COS (4) = COS (I) =

A menor determinacgao positiva de um arco a é o va-
lor do menor arco nao-negativo 5 que é congruente a ele.
De outra forma, devemos ter 0 < S <2mrea— =27k,
para algum inteiro k. Por outro lado, a maior deter-
minacado negativa de a é o arco v < 0 de menor valor
absoluto tal que, (saindo de A e) percorrendo o compri-
mento || no sentido horério, chegamos a P. Evidente-
mente, § — v = 2.

|
|
Q
@]
wn
VS
\
N—
I
|
o[%
[\

O

Exemplo 6. Calcule o arco, em radianos, equivalente a um
angulo de 1500°. Em sequida, encontre a menor determi-
nagdo positiva e a maior determinacao negativa desse arco.

Solugao. Primeiramente, veja que, em radianos, o dngulo
de 1500° corresponde a
1500 257
T g = 220
360 3
radianos.
Para calcular a menor determinacao positiva desse arco,
dividimos 25 por 3, obtemos
25T T 7
— =8T+ o =27 -4+ <.
3 3 3
Portanto, a menor determinacio positiva ¢ % e a maior
determinacao negativa é

s 5
I oop=-2
37T

Dicas para o Professor

Os objetivos dessa aula sdo: apresentar a definigdo de
radiano, mostrar como converter de graus para radianos e
vice-versa e apresentar o circulo trigonométrico. Nao in-
cluimos neste texto muitos exercicios, porque este médulo
contém um outro arquivo com varios exercicios e esbogos
de solugbes. Recomendamos que o professor resolva alguns
desses exercicios com maiores detalhes no decorrer da aula.

A primeira vista, a nogao de radianos pode parecer es-
tranha para os alunos, pois no nosso dia a dia é muito
mais comum medirmos angulos em graus. Contudo, no
Ensino Superior e em pesquisa cientifica a unidade padrao
de medida de angulos é o radiano. Um dos motivos é que
o uso de radianos simplifica ndo apenas a férmula para o
comprimento de arcos no circulo unitario, como mostrado
aqui, mas também intimeras outras férmulas (como as de-
rivadas de fungdes trigonométricas e suas séries de Taylor,
para citar apenas dois exempos). O uso de radianos tam-
bém simplifica o uso de varias formulas em Fisica, como
por exemplo as que descrevem movimento rotacional, pois
simplifica as unidades de medidas expressas em tais fér-
mulas.

A referéncia [1] desenvolve os rudimentos de Trigonome-
tria necessdrios a aplicagbes geométricas. A referéncia [2]
traz um curso completo de Trigonometria.
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