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1 Funcoes convexas

Uma fungao f : R — R é chamada convexaﬂ se, para
todos a,b € R, com a < b, tem-se

p(42) < L)

. 1
: (1)

A interpretacdo geométrica da desigualdade (1)) é dada
na Figura[I] a seguir.

Figura 1: grafico de uma funcgédo convexa.

Nela, a reta s, a secante ao grafico passando pelospontos
(a, f(a)) e (b, (b)), tem coeficiente angular W, logo,

equacao
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Se v = %‘b é o ponto médio do intervalo [a, b], entdo o

ponto (x,y) sobre a reta s tem ordenada
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Por outro lado, o ponto do grafico de f com abscissa
x = ‘%‘b tem ordenada f(z) = f(“TH’). Assim, a de-
sigualdade nos diz que o ponto do grafico de f com

LPor vezes (veja [1], por exemplo), uma fungdo f : R — R satis-
fazendo é dita estritamente convera. Em tais casos, f serd dita

conveza se, em vez de , tivermos f (“TH’> < M, para todos
a,b € R. Neste material, seguiremos a defini¢ao dada em [1].

abscissa QTH’ esté situado abaizo do ponto da reta s com a
mesma abscissa.

Uma vez que isso ocorre para qualquer par de nimeros
reais a < b, concluimos que uma funcao é convexa se, e
somente se, a porgao de seu grafico em um intervalo qual-
quer [a, b] estd sempre situada abaixo da secante ao grafico

passando pelos pontos (a, f(a)), (b, f(b)). Isso significa que

O grafico de uma fun¢do convexa tem a’concavidade
voltada para cima.

Na Figura 2] podemos ver duas curvas. A curva da
direita tem concavidade voltada para baixo, enquanto a
curva da esquerda tem concavidade ora voltada para baixo,
ora voltada para cima. Nenhuma dessas curvas pode ser
grafico de uma funcao convexa, pois, para sé-lo, deveriam
ter suas concavidades sempre voltadas para cima.

Concavidade
para cima

{

Concavidade
para baixo

Concavidade
para baixo

Figura 2: graficos de duas fungoes nao convexas.

O exemplo a seguir mostra como podemos, na pratica,
verificar que uma fungdo dada é, de fato, convexa. (Para
outros exemplos desse tipo, referimos o leitor a [1].)

Exemplo 1. A funcio f : R — R, dada por f(x) = 2%, é
conveza.

Solugao. Sejam a < b nimeros reais. A desigualdade (|1

é equivalente, para f(z) = 22, a

a+b\’ < a® + b2
2 2
Expandindo o quadrado do primeiro membro, observamos
facilmente que a desigualdade acima é equivalente a 2ab <

a® +b? ou, ainda, a (a—b)? > 0. Esta tltima desigualdade
é sempre verdadeira para a # b. O

Mostraremos, no Teorema |3| a seguir, que funcoes expo-
nenciais sao convexas. Para tanto, precisaremos da desi-
gualdade constante do seguinte
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Lema 2. Se a e b sao numeros reais positivos, entao

\/%ga‘;b. 2)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, a = b.

Prova. Como a > 0 e b > 0, podemos extrair (em R) as
raizes quadradas \/a e vb. Logo,

(\/>7 \/5)2 Z 07

pois o quadrado de qualquer niimero real é nao negativo.
Desenvolvendo esse quadrado, obtemos a desigualdade a —
2/avb+b > 0 ou, o que é 0 mesmo, a + b > 2v/ab. Essa
dltima desigualdade é claramente equivalente a .

A igualdade em ({2) ocorre se, e somente se, também
ocorrer em (y/a — v/b)? > 0. Mas,

WVa—-Vb)3?=0eVa-Vb=0sVa=Vbsa=h.
O

Podemos finalmente enunciar e provar o resultado co-
mentado anteriormente.

Teorema 3. A funcao f: R — R, dada por

f(z) = B*
onde B >0 e B #1, é conveza.

Prova. Se z < y sdo nimeros reais quaisquer, ‘entao B*
e BY sao numeros reais positivos e distintos. Aplicando o
resultado do Lema 2] com B no lugar de a e BY no lugar
de b, obtemos:

B* +BY
VB*BY < +

(Observe que a desigualdade acima é estrita, uma vez que
B?® e BY sao numeros distintos.) De outra forma, temos

ety B" + BY
B = VB#y =4/BBy < ‘; :

Mas isso é o mesmo que f (%E%) < M, que por

sua vez é precisamente a desigualdade que desejavamos
obter. O

2  Grafico da funcao exponencial

Para esbocarmos o grafico da fungao exponencial f: R —
R, dada por-f(z) = B?, onde a base B é um ntimero
real positivo e diferente de 1, precisamos de algumas in-
formagoes:

(1) Como esse gréfico se curva? O Teorema [3| responde
a essa pergunta pois, sendo f convexa, a concavidade
de seu grafico é sempre voltada para cima.

(2) Como f cresce? Isso depende da base B. No Teorema
7 da aula Func¢do Fxponencial e Suas Propriedades,
mostramos que, se 0 < B < 1, entao f é decrescente,
e, se B > 1, entdo f é crescente.

(3) Qual é o comportamento de f quando z fica muito
grande, ou quando x € negativo com valor absoluto
muito grande? Veremos que isso também depende do
valor de B.

Uma vez que a pergunta (1) ji foi.respondida na pri-
meira segao desta aula e a pergunta (2) foi respondida na
primeira aula deste médulo, passemos & pergunta (3).

2.1 Caso B>1

Suponhamos, de inicio, que-B > 1. Multiplicando essa
igualdade repetidas vezes por B, vemos que

1<B<B?’<B)<s-<B¥<B"" <... (3

Além disso, a diferenga entre dois termos consecutivos
dessa sequéncia crescente é B"T1 — B" = B"(B—1), quan-
tidade que aumenta conforme n cresce.

Disso podemos concluir que a sequéncia nao é limi-
tada, ou seja, dado M > 0 real, existe um natural suficien-
temente grande n_(que depende de M), tal que B™ > M.
Entao, como f(x) = B* é crescente (porque B > 1) temos
que

x>n= B">B"= B*> M.

Em palavras, isso significa que podemos tornar B* ar-
bitrariamente grande, desde que = seja tomado suficien-
temente grande. Costumamos indicar esse fato simbolica-
mente escrevendo

lim B* = 4o0. (4)
r— 400
(Lé-se: o limite de B* quando x tende a mais infinito é
mais infinito.)

Vamos continuar a considerar B > 1. Se x < 0, entao
—z>0e B* = Bl,m. Se € > 0 é um numero real pequeno
(positivo mas préximo de zero), entdo M = % é um numero
real positivo e grande. Mais ainda, quanto menor for e,
maior serd M.

Pelo que vimos no paragrafo anterior, existe um natural
n tal que B™ > M. Logo,

1
< — =¢.

r<-n=—-x>n= B =
B ~ M

Isso significa que, para B > 1, quando z se distancia muito
da origem a esquerda, B¥ se aproxima mais e mais de zero.
Indicamos esse fato escrevendo
lim B* =0. (5)
Tr—r— 00
(Lé-se: o limite de B* quando x tende a menos infinito é
igual a zero.)
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Com as informacgoes reunidas até aqui, o grafico de f :
R — R dada por f(x) = B*, com B > 1, tem o aspecto da
Figura [3] abaixo.

Figura 3: aspecto do grafico de uma fungao exponencial
com base B > 1.

Na Figura [3] o grafico da funcdo dada por f(z) = B*
estd totalmente acima do eixo z porque B* > 0, para
qualquer z real, como ja vimos na Observacao 7 da aula
Funcao Ezxzponencial e Propriedades. A concavidade do
grafico estd voltada para cima, como esperado, ji que a
funcdo exponencial é convexa, conforme demonstramos na
secao 1. A funcao é crescente, o que pode ser visualizado
no grafico como uma “subida” da esquerda para a direita,
ou seja, abscissas maiores correspondem a pontos sobre o
grafico com ordenadas maiores.

Como B*, com B > 1, tende a +oo se z tende a 400, 0
grafico nao é limitado superiormente, embora a discussao
que fizemos anteriormente nao seja suficiente para decidir-
mos o qudo rapidamente BT cresce, a medida em que x
cresce.

E possivel provar que, para qualquer n natural e qual-
quer M > 0 real, tem-se. B* > Ma™ para todo x sufi-
cientemente grande. Isso significa que B cresce “mais
rapidamente” que qualquer fungao polinomial.

Ainda em relacao & Figura [3] o grafico de f aparen-
temente encontra o eixo x a esquerda. Na realidade, de
acordo com a discussdo acima, resumida no limite , o)
grafico da fungao dada por f(x) = B* se aprozima indefi-
nidamente do eixo x, sem nunca toca-lo.

Realmente, se olharmos o grafico dessa fungao mais de
perto (Figura , veremos que ele de fato nao toca o eixo
x, por mais que se aproxime dele.

2.2 Caso0<B<«l1

Tudo o que fizemos para o caso B > 1 poderia ser repetido
no caso 0 < B < 1. No entanto, h4 um caminho mais
simples, usando a ideia de reflexdo em torno do eixo y.

54 52 -5 48 -46 -44 -42 -4 38 38 34 -32 3 28 28 2.

Figura 4: olhando o gréfico mais de perto.

Considere a funcao g : R — R, dada por g(z) = B¥,
onde 0 < B < 1. Seja f : R — R a fungdo dada por
f(@) = g(—2).

Um ponto (x, y) pertence ao gréfico de f se, e somente se,
y = f(z). Mas, como f(x) = g(—=z), temos que y = f(z)
se, e somente se, y = g(—x). Isso é equivalente a dizer que
o ponto (—z,y) pertence ao grafico de g. Assim, podemos
afirmar o seguinte:

O ponto (z,y) pertence ao grifico de f se, e somente
se, o ponto (—z,y) pertence ao gréfico de g.

De outra forma, a afirmacao acima significa que os
graficos de f e g podem ser obtidos um a partir do ou-
tro por uma reflexdo em torno do eixo y.

A titulo de ilustragao preliminar, consideremos o se-
guinte
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Exemplo 4. As funcées f e g, dadas por f(x) = 22 +3z+1
e g(r) = 22 —3x+1 sdo tais que f(x) = g(—x). Os grdficos
de f e g aparecem na Figura[5 em vermelho e verde, respec-
tivamente. Conforme antecipado pela discussao anterior,
eles podem ser obtidos um a partir do outro por uma re-

flexdo em torno do eizo y.

va 3 5
Kl

Figura 5: simetria, em relagdo ao eixo y, dos graficos de
flx)=22+3z+1eg(x)=2%—-3x+1.

Ainda com respeito a simetria de gréaficos em relacdo
ao eixo y, dizemos que uma funcdo f : R — R é par se
f(=z) = f(x). Neste caso, a reflexdo do grafico de f em
torno do eixo y coincide com o préprio grafico, ou seja, o
grafico de uma fungao par é simétrico em relagao ao eixo
y. Vejamos um
Exemplo 5. A funcio f : R — R, dada por f(z) = x* —
4z% + 1, € par, uma vez que z* ='(=z)* e 22 = (—2)2.
Portanto, seu grdfico, esbocado na Figura [0, é simétrico
em relacdo ao eixo y.

/1\

Figura 6: o grafico de f(z) = 2* — 42 + 1 é simétrico em

relagdo ao eixo y.

Voltemos, agora, a anélise do grafico da fungao exponen-
cial g : R — R dada por g(x) = B*, com 0 < B < 1. Seja
f:R— R dada por f(z) = g(—x). Temos:

fla)=g(~o) =B = = = (;) _ A

Como A = % > 1, o que discutimos na subsegao vale

para f, ou seja, o grafico de f tem o aspecto mostrado na
Figura [3]

Pela discussao anterior, sobre simetria de gréaficos em
relagdo ao eixo y, a identidade f(z) = g(—=z) implica que
o grafico de g é obtido a partir do gréafico de f por uma
reflexdo em torno do eixo y (veja a préxima figura):

Figura 7: o grafico de ¢ (linha cheia) é o resultado da
reflexao do grafico de f (linha tracejada) em torno do eixo

Y.

Como consequéncia da discussao acima, temos que, se
0 < B < 1, entao:

e O grafico de g estd sempre acima do eixo x, pois
g(x) > 0, para todo z real.

e A funcao g, dada por g(x) = B*, é descrescente
(como, alids, ja tinhamos concluido na aula Func¢ao
Ezponencial e Propriedades); o grafico de g “desce”,
a medida em que z avancga para a direita.

e A concavidade do grafico de g é voltada para cima.
Realmente, os argumentos usados na primeira secao
desta aula independem da base ser maior ou menor

do que 1.
e lim g(z) = 0. Isso se d& porque g(z) = f(—z) =

r—+00
ﬁ; assim, quando f(z) fica muito grande, g(z) se

aproxima de zero.

. _ - 1
. xkr}loog(x) = +4o00. Isso ocorre porque g(x) = Ty

Quando z se afasta da origem para a esquerda, f(x)
se aproxima de zero e é positiva, logo ﬁ fica cada
vez maior.
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Dicas para o Professor

A presente aula pode ser coberta em trés ou quatro en-
contros de 50 minutos.

Uma descrigao precisa do gréafico da fungao exponencial
pode ser feita usando-se recursos do Célculo Diferencial.
Como ja examinamos o crescimento de uma funcao expo-
nencial na primeira aula deste médulo, conseguimos anali-
sar seu crescimento sem precisar recorrer a nocao de deri-
vada. Na primeira secao desta aula, introduzimos a nogao
de fungao convexa e demonstramos que a funcao exponen-
cial é convexa. Com isso, podemos estudar a concavidade
do seu gréfico sem precisar recorrer & nocao de derivada de
segunda ordem.

Ao dicutirmos o comportamento da funcao exponencial
quando x se distancia da origem, introduzimos as notagoes
400, —o0 e lim. O intuito aqui nao é abordar de maneira
rigorosa a noc¢ao de limite no infinito, mas simplesmente
estabelecer uma notagao que é concisa, eficaz e ampla-
mente utilizada. Os estudantes devem compreender que,
por exemplo, a notagao lim, , ., B®* = 0 indica que ha
uma tendéncia a B* se aproximar de zero a medida em que
x se afasta da origem a esquerda, ou, de modo mais pre-
ciso, que B* pode se tornar tao pequeno quanto se queira,
bastando para isso considerar x suficientemente afastado
da origem a esquerda.

Quando 0 < B < 1, a obtengao do grafico de uma fungao
exponencial com base B por reflexao, em torno do eixo y,
do gréfico da funcao exponencial de base % > 1, é uma
boa ilustragao da nocao de reflexao no plano, e também
abre espago para o estudo das relacoes entre isometrias
geométricas e algébricas, como no caso das fungoes pares.
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