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1 Motivacao para o estudo dos lo-
garitmos

No moédulo sobre fungoes exponenciais, estudamos equa-
¢oes exponenciais que podem ser reduzidas a uma igual-
dade entre poténcias de mesma base, do tipo

al @ — ag(w),

onde a € R, a > 0 e a # 1. Essa igualdade implica uma
igualdade entre os expoentes,

fx) = g(x),

que, em geral, nos permite resolver a equacao. No caso em
que a igualdade é substituida por uma desigualdade, temos
inequagoes exponenciais, que também foram estudadas no
moédulo anterior.

No final da aula sobre inequacoes exponenciais exami-
namos, no exemplos 10 e 11, as inequagoes

2
v+l 5 37

1 —1
3m+ S 5z ;

respectivamente (nesta ultima, procurdvamos a menor
solucdo inteira).
Dados A, B > 0, para resolvermos uma inequacao do
tipo
AT@) < o)

(ou outra inequagao similar, onde “<” pode ser substituido
por “<”, “<” ou “>”) usamos o fato de que a imagem da
fungdo exponencial u — A" é o conjunto dos reais posi-
tivos. Esse fato garante que existe’um numero real k tal
que AF = B, o que nos permite reescrever a desigualdade
acima como

Af@) ~ pgka(a)

Por sua vez, essa tultima inequacao envolvendo poténcias
de mesma base e, como tal, equivale & desigualdade entre
0s exponentes

f(x) < kg(a).

No caso dos exemplos 10 e 11 da aula sobre inequagoes
exponenciais, por se tratarem de desigualdades, pudemos
resolvé-las usando estimativas para o valor de k. No en-
tanto, se quisermos resolver uma equacao exponencial que
envolva poténcias de bases diferentes, serd necessario saber
o valor exato de k, como no Exemplo [1| a seguir.

Exemplo 1. Resolva a equagdo
2% = 3. (1)

Como acima, o fato de que a imagem da funcdo expo-
nencial y = 2% é o conjunto dos reais positivos garante
que existe um real k tal que 2¥ = 3, ou seja, tal que a

equagao (1)) tem solugdo. Como a fungdo y = 2* também
é injetivel'] essa solucdo é tnica. Uma estimativa um tanto
grosseira para k pode ser obtida considerando-se as desi-
gualdades 2 < 3 < 4, isto é, 2! < 2F < 22, 0 que implica
que 1 < k<2

2 Definicao e propriedades basicas

Logaritmos sao expoentes. Mais precisamente; se a > 0,
a#1eb>0,o logaritmo de b na base a é o expoente y
que devemos colocar na poténcia de base a para que o re-
sultado seja b, ou seja, é a solugao da equagao exponencial

a¥ =b. (2)

Mais uma vez, a consisténcia dessa defini¢ao segue do fato
de que a imagem da fungao exponencial y — a¥ é o con-
junto dos reais positivos.

Usamos a notagao

y = log, b. 3)

(1&-se logaritmo de b na base a) para denotar a solugao de
(2). Por exemplo, a equacao do Exemplo |1} 2% = 3, tem
por solucao o logaritmo de 3 na base 2, isto é, log, 3.

Evidentemente, a discussao até aqui apenas da um nome
a um numero real que sabemos existir, mas que nao sabe-
mos estimar com precisao. Por exemplo, até o momento
nao temos a menor ideia sobre como calcular log, 3 com,
digamos, duas casas decimais corretas. Esse fato serd re-
mediado a medida que prosseguirmos em nosso estudo. Por
ora, deduzamos algumas propriedades de logaritmos, as
quais decorrem das regras usuais de exponenciagao.

Suponha que a é um nimero real positivo e diferente de
1, e b e ¢ sdo nimeros reais positivos. Temos as seguintes
propriedades:

(1) | log,1=0
0

De fato, se log, 1 = y, entao a¥ = 1, ou seja, a¥ = a’.
Como sabemos, isso implica y = 0.

g
1

Se log, a = y, entdo a¥ = a, ou seja, a¥ = a', 0 que
implica y = 1.

®

Neste caso, a propria definicao de logaritmo ja fornece
a propriedade, pois, log, b é o exponente que temos
de dar a base a para obter b como resultado.

1Tais propriedades das funcées exponenciais foram estabelecidas
na aula Fungdo exponencial e propriedades, no médulo sobre Fungoes
Exponenciais.
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(4) ‘ log, (bc) = log, b+ log, ¢ ‘

Escrevalog, b =z elog,c=y. Entaoa” =bea¥ =,
logo bc = a®a¥ = a®T¥. Mas, se a®*¥ = be, entdo, por
definicao, temos x + y = log, (bc). Assim,

log, (bc) =  + y = log, b+ log, c.

(5) | log, (%) =log, b—log, c

corre de (4), aplicada a 2 no lugar de b:

log, b = log, ((g)c> = log, (g) + log, ¢;

portanto, log, (%) =log, b —log, c.

Essa propriedade de-

(6) log, (b¥) =k -log, b

Se x = log, b e y = log, (b*), entdao b = a® e b* = a¥.
Assim, a¥ = b = (a®)F = a** e, dai, y = kx. Mas
isso é exatamente o que queriamos demonstrar.

A propriedade (4) tem uma importancia especial, pois
foi o impulso motivador para o estudo dos logaritmos, no
inicio do século XVII. Como logaritmos transformam pro-
dutos em somas, eles se tornaram ferramentas tteis para
calculos aritméticos com nimeros muito grandes, numa
época em que nao existiam calculadoras. Vamos ilustrar
como isso pode ser feito no Exemplo [3| a seguir.

Até meados do século XX, era comum que os livros trou-
xessem tdbuas de logaritmos, que nada mais sao do'que ta-
belas nas quais podemos consultar os valores aproximados
de vérios logaritmos de nimeros (numa certa base).

As tabelas mais comuns exibiam logaritmos na base 10,
ditos logaritmos decimais, de nimeros em um determinado
intervalo. Entao, utilizando tais valores em conjunc¢ao com
as propriedades (4) e (6), calculava-se outros logaritmos.
Tlustremos esse procedimento no seguinte

Exemplo 2. Suponha que saibamos (consultando uma
tabua de logaritmos decimais) que

log,(2,02) = 0, 3051,

com_quatre casas decimais exatas. Para calcular o valor
delog,,(2020), comegamos escrevendo 2020 = 2,02 - 10°.
Entao, as propriedades (4) e (6) dao

log,,(2020) = log; (2,02 -10%)
= log(2,02) + log((10%)
= log(2,02) + 3 - log,(10)
= logy(2,02) + 3
— 3,3051.
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Figura 1: uma tabua de logaritmos, retirada do livro “As-
tronomische Nachrichten”, de Heinrich Christian Schuma-
cher (1780-1850).

Conforme prometido anteriormente, o préximo exemplo
mostra como tabuas de logaritmos eram utilizadas para
calcular produtos de niimeros grandes.

Exer/nplo 3. Para calcular o produto 1999 - 2019 com o
auzxlio de uma tdbua de logaritmos decimais, come¢amos
escrevendo

log,(1999 - 2019) = log,(1999) + log,(2019).

Em sequida, consultando uma tabela de logaritmos deci-
mais, obtemos

log,4(1999) = 3,3008 e log;,(2019) = 3,3051,
ambos com quatro casas decimais corretas. Assim,
log,(1999 - 2019) = 3,3008 + 3, 3051 = 6, 6059.

Consultando a mesma tabela, veriamos que o nimero in-
teiro cujo logaritmo decimal mais se aproximaria de 6,6059
seria 4.035.981, o que forneceria

1999 - 2019 = 4.035.981.

Nos dias de hoje, a licdo que fica, dos célculos dos exem-
plos anteriores é que logaritmos servem para transformar
uma multiplicacao em uma adi¢ao, que é uma operagao que
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exige um esforco computacional menor. As calculadoras ci-
entificas e os computadores utilizam-se dessa propriedade
de forma indireta, de uma maneira bem mais sofisticada,
para realizar rapidamente calculos muito complicados.

O préximo exemplo exercita a definicao de logaritmo.

Exemplo 4. Mostre que, se a e b sdo numeros reais posi-
tivos, com a # 1, entao

1
log,x b= 7 log, b,

para todo numero real nao nulo k.

Solucao. Escreva log,b = x e log,» b = y. Pela definicao
de logaritmo, temos a® = b e (a*)¥ = b. Logo, a® = (a*)¥,
ou seja, a® = a®¥. Igualando os expoentes, obtemos y =
% - x, que é a igualdade que procuravamos. O

Outra propriedade notével dos logaritmos é a mudanca
de base. Se a, b e ¢ sdo numeros reais positivos, e a e ¢ sao
diferentes de 1, entao

log.b
log, b= ﬁ.
log. a

Para demonstrarmos a validade da expressao acima, es-
crevemos ¢ = log, b, y = log.b e z = log, a. Pela definicao
de logaritmo, temos a* = b, ¢ = b e ¢ = a. Por sua
vez, as duas primeiras igualdades implicam a® = ¢¥. Mas,
como a = ¢, podemos escrever

ou, o que é o mesmo, ¢** = ¢¥. Assim, zx = y e, dal
— y ’ .
x = %, que ¢ a igualdade procurada.

Terminamos esta segao com duas observacoes importan-
tes.

Observacao 5. Em geral, qudo ‘complicado € o nimero
log, b (para a,b > 0, com a # 1)? ‘Evidentemente, esse
numero pode ser racional, ou mesmo inteiro, como por
exemplo em log, 8 = 3, log, V3= % (verifique essas igual-
dades). Entretanto, pode ser mostrado (mas isso estd bem
além do que podemos fazer aqui) que, se a e b sdo intei-
r0s positivos primos-entre si, entdo log,b € um numero
irracional.

Observacao 6. Na aula Fungdo Exponencial e Proprieda-
des, Observacgdo 8, apresentamos o importante nimero

e = 2,718281828459045.

Por razées que ficardo claras a medida que prossequirmos
nosso estudo, logaritmos na base e sao chamados logarit-
mos naturais, sendo denotados por In ou log. Assim,
para x > 0, temos

Inz =logz = log, .

3 A quantidade de algarismos de
um nuimero

Nesta secao, vamos considerar o problema de determinar
a quantidade de algarismos de ntmeros naturais escritos
na base 10. Se N é um ndmero natural com n algarismos,
entao

10" <N < 10", (4)

ou seja,
n—1<logy, N<n. (5)

Isso significa que a quantidade a(N) de algarismos de um
numero inteiro IV, escrito na base 10, é dada por

a(N) =1+ {log,o N}J. (6)

onde a notagdo |z | indica-o maior inteiro que nao supera
T.

Exemplo 7. Mostre que niimero 201921 tem mais de 6000
e menos de 8100 algarismos.

Solugao. Como 10 < 2019 < 10% temos que 3 <
log; 2019 < 4. Assim, log;,(20192°%) = 2019 - log;, 2019
e

3-2019 < log;,(2019%°1%) < 4. 2019,
isto é,
6057 < log;,(2019%°1?) < 8076.

Portanto,

6057 < |log;,(2019%°19) | < 8075,

7

de sorte que o ntimero de algarismos de 20192°*® é maior
que 6057 e menor que 8077. algarismos. O

Exemplo 8. Em seu trabalho Methodus Differentialis, pu-
blicado em 1730, James Stirling apresentou sua famosa

“formula”
n n
n! ~ V2mn - (—)
e

que fornece um valor aprozimado para o fatorial de n. Tal
aproximacao deve ser entendida no sentido de que o quo-

ciente
V2 - (% ) "

n!

se aproxima mais e mais de 1, a medida que n aumenta.
Uma informacdo mais precisa € que o erro entre n! e
n\" 4 1
V2mn - (2)" é menor que 13-
Use essas informacdes para calcular a quantidade de al-
garismos de 100!.
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Solucgao. Para valores grandes de n, o erro na apro-
ximacao torna-se relativamente pequeno. Portanto, de-
notando k& = |[log;,(100!)| e usando uma calculadora ci-
entifica, obtemos

o (27

1 1
= b log1g2+1+ 5 log,o 7+ 100 - 2 — 100log;, 6J

|157,97] = 157.
Entao, aplicando a férmula @, obtemos

a(100!) = 1+ k = 158.

Dicas para o Professor

A presente aula pode ser coberta em trés encontros de
50 minutos.

E fortemente aconselhdvel que o professor trabalhe os
dois ultimos exemplos da aula sobre inequagoes exponen-
ciais antes de comegar esta aula. Conforme lembramos
no inicio desta aula, tais exemplos sao motivadores para o
estudo dos logaritmos.

Os usos de tdbuas de logaritmos e logaritmos decimais
para a realizagao de calculos sao temas que cairam definiti-
vamente em desuso depois do surgimento e popularizacao
das calculadoras eletronicas. Nao advogamos aqui em de-
fesa desse método anacronico, e o citamos no texto somente
por razoes histéricas, como uma ilustragao do papel inicial
dos logaritmos.

No entanto, vale notar que os parametros curriculares
nacionais estabelecem que, entre as habilidades que se es-
pera que os estudantes desenvolvam, esta a capacidade de
consultar e interpretar dados expostos em tabelas. Isto
posto, as tabuas de logaritmos sao colegoes de dados bas-
tante uteis para se explicar como uma tabela pode ser
usada para resolver problemas praticos; como a multi-
plicagao de ntimeros grandes.

Esta aula estd dividida em trés partes. Nas duas pri-
meiras, adotamos uma abordagem mais tradicional, que
define logaritmo como expoente; dessa forma, fungoes
logaritmicas aparecerao, na parte 2, como inversas de
funcoes exponenciais. Na terceira parte, adotaremos a
abordagem que pode ser encontrada nas sugestoes de lei-
tura complementar [1] e [3]: definiremos a fungdo lo-
garitmica. de base e usando a nogao de drea sob uma
hipérbole. A funcdo exponencial z +— e* surgird, entdo,
como inversa dessa funcao logaritmica.
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